﻿Nicolae Cotfas Liviu Adrian Cotfas ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA EDITURA UNIVERSITARII DIN BUCUREȘTI Pagina lăsată liberă Pagina lăsată liberă Pagina lăsată liberă Introducere Analiza matematică este o componentă esențială a aparatului matematic implicat în modelele teoretice utilizate în fizică Nu este posibilă o descriere adecvata sistemelor fizice si întelegerea proceselor care au loc fară cunoasterea analizei matematice Pentru a usura înțelegerea, notiunile si rezultatele noi sunt prezentate ca extinderi ale unora studiate anterior In general, punctul de plecare ales este un rezumat concis al unor noțiuni si rezultate studiate în liceu sau exemple concrete adecvate Cartea se bazeaza pe cursul predat timp de mai mulți ani de primul autor la Facultatea de Fizica, Universitatea Bucuresti Noțiunile si rezultatele teoretice au fost amplu ilustrate de al doilea autor prin inserarea unor exercițtii țsi a unor aplicațtii bazate pe programul MATHEMATICA Bucuresti, 2010 Nicolae Cotfas Liviu Adrian Cotfas 5 Cuprins 1 Mulțimi si funcții 11 1 1 Mulțimi 11 1 2 Mulțimi de numere 13 1 3 Mulțimi numărabile 17 1 4 Funcții 18 1 5 Funcții trigonometrice 21 2 Șiruri si serii 25 2 1 Șiruri de numere reale 25 2 2 țiruri de elemente din R2 30 2 3 Spații normate 34 2 4 Spatii metrice 35 2 5 Spatii prehilbertiene 36 2 6 țiruri în spatii metrice 40 2 7 Serii de numere reale 42 2 8 Serii în spatii normate 50 2 9 țiruri de functii 51 2 10 Serii de functii 55 2 11 Serii de puteri 58 3 3 Elemente de topologie Continuitate 63 3 1 Multimi deschise 63 3 2 Multimi închise 66 3 3 Limita unei functii într-un punct 68 3 4 Functii continue 72 7 8 CUPRINS 3 5 Mulțimi compacte 76 3 6 Mulțimi conexe 79 4 Funcții diferentiabile 85 4 1 Funcții reale de o variabila reala 85 4 2 Funcții vectoriale de o variabila reala 92 4 3 Funcții diferențiabile 95 4 4 Funcțtii reale de mai multe variabile 98 4 5 Funcții vectoriale de mai multe variabile 105 4 6 Derivate parțiale de ordin superior 109 4 7 Diferentiale de ordin superior 114 4 8 Dezvoltari Taylor 116 4 9 Extremele funcțiilor de mai multe variabile 118 4 10 Teorema functiilor implicite 126 4 11 Teorema de inversiune locala 129 5 Primitive si integrale simple 133 5 1 Primitive 133 5 2 Integrala definită 137 5 3 Integrale improprii 151 5 4 Integrale în sensul valorii principale 157 5 5 Integrale cu parametru 158 5 6 Funcția r a lui Euler 163 6 Integrale curbilinii 165 6 1 Integrala curbilinie de primul tip 165 6 2 Integrala curbilinie de al doilea tip 170 7 Integrale duble 175 7 1 Definitie si proprietati 175 7 2 Schimbari de variabile 184 7 3 Formula lui Green 188 7 4 Integrale curbilinii în plan independente de drum 191 7 5 Integrale duble improprii 194 CUPRINS 9 8 Integrale de suprafață 197 8 1 Integrala de suprafață de primul tip 197 8 2 Integrala de suprafața de al doilea tip 202 8 3 Formula lui Stokes 204 8 4 Integrale curbilinii în spațiu independente de drum 205 9 Integrale triple 207 9 1 Definiție si proprietăți 207 9 2 Formula Gauss-Ostrogradski 211 10 Elemente de analiză complexa 213 10 1 Numere complexe 213 10 2 Șiruri de numere complexe 220 10 3 Functii complexe de variabila complexa 222 10 4 Integrala complexăa 233 10 5 Serii Laurent 253 10 6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor 264 11 Serii Fourier 277 11 1 Serii trigonometrice 277 12 Transformarea Fourier 283 12 1 Transformarea Fourier a funcțiilor 283 13 Elemente de teoria distributiilor 291 13 1 Distribuțtii 291 13 2 Distribuții temperate 310 13 3 Transformarea Fourier a distribuțiilor 317 14 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert infinit-dimensional 325 14 1 Aplicații 325 15 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 347 15 1 Aplicași 347 10 Capitolul 1 Mulțimi și funcții 1 1 Multimi > 1 1 1 Noțiunea de mulțime are un rol fundamental în analiză Vom utiliza notația x G A citita x aparține lui A, pentru a indica faptul ca x este element al mulțimii A și x G A pentru a indica contrariul Spunem ca A este submulțime a lui B si scriem A C B daca fiecare element al lui A apartine lui B în caz contrar scriem A C B Doua multimi sunt numite egale daca sunt formate din aceleasi elemente A = B k J care este o extindere a mulțtimii numerelor rațtionale Q Fiecaărui numaăr real îi cores-punde în mod natural un punct pe axa numerelor Dupa reprezentarea tuturor numerelor reale nu mai raăman pozițtii libere pe axa numerelor 1 2 7 Fie M o submultime a lui R Pentru orice a, b GR definim aM+b = { ax+b | xGM } De exemplu, 2Z+1 = { 2n+1 | n G Z }, +2Zn | +2nn | n G z} 1 2 8 Definiție Fie M o submulțime a lui R Prin definiție: min M = cel mai mic element al lui M, adica elementul a G M cu a x, Vx G M Minorant al lui M = element a G R astfel încat a x, Vx G M R = 0 solutiile reale —b ± /A xi,2 = Z - 2a în cazul A = b2 — 4ac M 1 3 2 O mulțime este numarabila daca si numai daca poate fi scrisa sub forma unui șir Multimea numerelor întregi este numarabila deoarece se poate scrie sub forma Z = {0,1, —1, 2, —2, 3, —3, 4, —4, 5, —5, } Multimea N2 = N x N este numarabila deoarece poate fi ordonata în felul urmator (0,0) (0, 1) (0, 2) (0, 3) (0, 4) (1,0) (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (3, 0) (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (4, 0) (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) Se poate arata ca mulțimile de forma Nn, Zn si Qn sunt numarabile 1 3 3 Multimea Q+ a numerelor raionale pozitive este numarabila Alegand pentru fiecare numar fractia ireductibila corespunzatoare formam un sir punand mai întâi fractiile cu suma dintre numarâtor si numitor egala cu 1, apoi cele pentru care suma este 2, apoi cele pentru care suma este 3, etc Rezulta imediat ca multimea Q a tuturor numerelor rationale este si ea numarabila 18 Elemente de Analiza Matematica 1 3 4 Intervalul [0,1) = { x G R | 0 M 1 3 6 Multimea [0,1)2 = [0,1) x [0,1) = { (x, y) | x,y G [0,1) } are puterea continuului deoarece functia [0,1) —> [0,1)2 : 0 oi o2 o3 o4 (0 oi o3 05 , 0 o2 o4 o6 ) este bijectivă Multimea [1, w) are puterea continuului deoarece functia [0,1) [1, w): x 1/(1-x) este bijectiva Se poate arata ca multimile R, R2 = R x R si în general R" au puterea continuului 1 4 Funcții 1 4 1 Definiție Prin funcție (sau aplicație) se intelege un ansmblu f : E —> F format din douăa mulțtimi E =domeniul de definire al functiei, F =multimea în care functia ia valori țsi o lege de corespondențtăa E —> F : x f (x) prin care fiecăarui element din E i se asociazăa un unic element din F 1 4 2 In Fig 1 4 sunt reprezentate toate functiile de forma f: {0,1}^{2, a/3} Daca E are n elemente si F are k elemente, atunci numarul total de functii f: E F este kn Mulțimi și funcții 19 Figura 1 4: Funcțiile de forma f: {0,1}^{2, a/3} 1 4 3 Definiție Fie f : E —> F o funcție și A C E, D C F submulțimi Mulțimea f (A) = { f (x) I x G A } se numește imaginea (directă) a lui A prin f, iar mulțimea f D { x g E | f (x) G D } se numește imaginea reciproca (sau inversa) a lui D prin f 1 4 4 Exercițiu Daca f : E —> F este funcție, atunci f (A U B) = f (A) U f (B), f c U D) = f c) U f D , f (A n B) C f (A) n f (B), f C n D) = f c) n f D , oricare ar fi submulțimile A, B C E si C, D C F 1 4 5 Definiție Funcția f : E —> F este numită injectiva dacă la elemente diferite din E corespund elemente diferite în F, adica daca are loc relația x = y f (x) = f (y) echivalenta cu f(x) = f(y) x = y 20 Elemente de Analiza Matematica 1 4 6 Exemplu Funcția f : [0, w) —> [3, w), f (x)=2x+3 este injectivă deoarece f (x) = f (y) =^ 2x + 3 = 2y + 3 =^ x = y 1 4 7 Definiție Funcția f : E —> F este numită surjectivă dacă f (E) = F, adică dacă oricare ar fi y G F există x G A astfel încat f (x) = y 1 4 8 Exemplu Pentru a analiza surjectivitatea funcției f : [0, w) —> [3, w), f (x) =2x+3 avem de verificat dacă pentru y G [3, w) ales arbitrar exista x G [0, w) cu f (x) = y, adica astfel încat 2x + 3 = y Se constată ca un astfel de element există si el este x = (y — 3)/2 Functia f este surjectiva 1 4 9 Definiție Functia f este numita bijectiva dacă este injectiva si surjectivă Figura 1 5: Compunerea functiilor 1 4 10 Definiție Fie f: E F si g: G H două funcții astfel încat F C G Functia g ◦f: E —>H, (g ◦f)(x) = g(f (x)) se numeste funcția compusă a functiilor g si f (v Fig 1 5) 1 4 11 Propoziție Daca f : E —> F, g : G —> H si h : K —> L sunt trei l'unctii astfel încat F C G si H C K, atunci h o (g o f) = (h o g) o f Demonstrație Oricare ar fi x G E, avem (h o (go f ))(x) = h((go f )(x)) = h(g(f (x))) = (h o g)(f (x)) = ((h o g)o f )(x)- Mulțimi și funcții 21 1 4 12 Dacă funcția f: E —> F este bijectivă, atunci pentru fiecare y G F există un unic element x G E astfel încat f (x) = y Rezultă existența unei funcții f-1 : F —> E : y x numita inversa lui f, astfel încat f-1(f (x)) = x si f (f-1(y)) = y oricare ar fi x G E si y G F, adica astfel încat f-1 ◦ f = Ie si f ◦ f-1 = If unde Ie : E —> E, Ie(x) = x si If : F —> F, If(y) = y 1 4 13 Exemple (inverse ale unor functii bijective) f: [0, w) [3, w), f (x) = 2x+3 [0, w) —> [0, w) : x x2 R —> (0, w) : x ex [—ț2 , n2] —* [-1,1] : x sin x —> [—1,1] : x cos x are inversa f-1 :[3, w) [0, w), f-1(x) = 2-3 are inversa [0, w) —> [0, w) : x ^/x are inversa (0, w) —> R : x ln x are inversa [—1,1] —> [—, f ] : x arcsin x are inversa [—1,1] —> : x arccos x (—2, 2) —* (—w, w) : x tg x are inversa (—w, w) —> (—n, n) : x arctg x 1 5 Functii trigonometrice 1 5 1 Se stie că unghiurile posibile, masurate în radiani, pot fi reprezentate in mod natural pe circumferința cercului trigonometric (vezi fig 1 6) Pentru fiecare t G R, unghiurile , t — 4n, t —2n, t, t+2n, t+4n, se reprezinta în acelasi punct 1 5 2 Definiție Functia cosinus este functia (vezi fig 1 6) cos : R —> [—1,1] : t cos t unde cos t este coordonata proiecțtiei pe axa orizontalăa a punctului în care se reprezinta t pe circumferinta cercului trigonometric 22 Elemente de Analiza Matematica Figura 1 6: Funcțiile cosinus și sinus 1 5 3 Definiție Funcția sinus este funcția (vezi fig 1 6) sin : R —> [-1,1] : t sin t unde sin t este coordonata proiecției pe axa verticala a punctului în care se reprezinta t pe circumferinta cercului trigonometric Figura 1 7: Graficul functiei cosinus Figura 1 8: Graficul functiei sinus 1 5 4 Direct din definirile anterioare rezulta ca: - Funcțiile cosinus si sinus sunt periodice cu perioada principala 2n cos(t + 2n)=cos t „ , „ z~\tic*qro or ti t 0, atunci exista n G N astfel încât nx > y Demonstrație Presupunând contrariul, adică nx a — x, adica astfel âncat (k + 1)x > a Acest lucru este Insa în contradicfie cu faptul ca a este majorant al lui M 2 1 2 Propoziție Daca a G R și daca 0 0, atunci a = 0 Demonstratie Presupunem că a > 0 Conform teoremei anterioare, exista n G N astfel încat na > 1, adică astfel încat a > ±, ceea ce este în contradicfie cu faptul căa a 0 2 1 3 Definiție Aplicatia modul pe R este | | : R —> R, |x| = —x dacaă dacăa x>0 x 0 și |x| = 0 0 si d(x,y)=0 x = y b) d(x,y) = d(y,x), oricare ar fi x,y ER c) d(x,y) 0 din R este convergent cu limita a si scriem lim xn = a sau xn — a daca oricare ar fi e > 0 exista n£ E N astfel încat |xn — a| n£ 2 1 9 MATHEMATICA: Limit[x[n], n -> Infinity] In :=Limit i—— Out =0 In :=Limit[n/(n+1), n -> Infinity] i—— Out = 1 In :=Limit[n“(1/n), n -> Infinity] i—— Out = 1 In :=Limit[(1+1/n)“n, n -> Infinity] i—— Out =e Șiruri și serii 27 2 1 10 Propoziție Limita unui șir convergent de numere reale este unica limn^^ xn — a Xn — b —^ a — b Demonstrație Presupunem prin absurd că a — b și notăm e — |a-b|/2 Din definiția precedentă rezultă că există n£,n'£ E N astfel încăt \xn — a| n£ si \xn — b| n'£ în particular, notând m — max{n£,n'£} trebuie ca |a — b| — |a — xm + xm — b| 0 din R este numit crescator dacă xn 0 din R este numit descrescător daca xn > xra+1, oricare ar fi n E N 2 1 12 Propoziție Un sir (xn)„>o crescator si majorat este convergent si lim n^^ xn — supnGN xn• Un sir (xn)n>0 descrescator si minorat este convergent si limn^^xn — infneN xn Demonstratie Fie e > 0 si a — supn>0 xn Deoarece a este cel mai mic majorant rezultă că a — e nu este majorant pentru mulțimea termenilor sirului si prin urmare exista n£ E N astfel încat a — e n£ 2 1 13 Definiție Șirul (xn)n>0 din R este numit marginit daca exista r >0 astfel încât |xn| 0 un sir convergent cu limn^^ xn — a Pentru e — 1 există n1 E N astfel încat |xn — a| n1 Deoarece |xn — a| 0 un sir de numere reale si fie n0 0 este numit subsir al lui (xn)n>0 2 1 16 Propoziție Orice subsir (xnk) al unui sir convergent (xn) este convergent si lim xnk — lim xn 28 Elemente de Analiza Matematica Demonstrație Fie a = limn^tt xn Pentru e > 0 există n£ G N astfel încât |xn — a| n£ Avănd în vedere că nk > k rezultă că relatia \xnk — a| n£ 2 1 17 Teoremă Daca [a0, b0] D [ai, bi] D [a2, b2] D este un sir de intervale, atunci PP 0|a„ , bn] = 0 Daca in plus limn^^(bn — an) = 0, atunci ^\^=0[an, bn] conține un singur element Demonstrație Deoarece an 0 un sir marginit si r> 0 astfel încat |xn| 0 este numit sir Cauchy daca pentru orice e > 0 există n£ G N astfel încat |xn — xk | n£ k > n£ 2 1 20 Propoziție Orice sir Cauchy de numere reale este mărginit Demonstrație Pentru e = 1 există n1 G N astfel încat pentru orice n > n1 si Șiruri și serii 29 orice k > n1 avem \xn — xk| n1 are loc relația |x„ — Xn11 0 Daca limn^^> xn = a, atunci exista n£ G N astfel încat |xn — a| n£ Pentru orice n > n£ si orice k > n£ avem ee ]xn — xk| = ]xn — a + a — xk| 0 un sir Cauchy care contine un subsir convergent (xnk)k>0 si fie a = limk^^> xnk Pentru orice e > 0 exista n£ G N astfel încat |xn — xm] n£ si există n£ G N astfel încat ]xnk — a| n£ Deoarece nk > k, alegand n£ = max{n£, n£}, pentru orice n > n£ avem ee |xn — a| = |xn — x + xn„£ — a| 0 ca are limita daca este convergent sau daca limn^^> xn = —to ori limn^^> xn = to 2 1 25 Daca (xn)n>0 este un §ir de numere reale, atunci: a) Sirul descrescator sup xk ] are limita si lim sup xk = inf sup xk \k>n ) n^- n ngN k>n \ / n>0 b) Sirul crescator I inf xk] are limita si lim inf xk = sup inf xk yk>n / n>0 n^^ k>n ngN k>n 2 1 26 Definiție Fie (xn)n>0 un sir de numere reale Prin limita superioara a sirului (xn)n>0 se intelege limita lim sup xn = inf sup xk n^^ ngN k>n Prin limita inferioara a sirului (xn)n>0 se intelege limita lim inf xn = sup inf xk ngN k>n 30 Elemente de Analiza Matematica 2 1 27 Limita limn^^(-1)n nu există, dar limsup(-1)n = 1 n^ liminf (-1)n n^^ -1 2 1 28 Se poate arăta ca: (xn)n>0 are limita liminf xn = limsupxn n^^ n^^ Si în acest caz, lim inf xn n^^ lim xn = limsup xn n^^ n^^ 2 1 29 Definiție Spunem despre o multime McR ca este mărginită daca exista r > 0 astfel încât M c [-r, r] 2 1 30 Propoziție Dacă mulțimea McR este mărginită, atunci în A există siruri (an)n>1 si (An)n>i astfel încât lim an = inf M lim fîn = sup M n^^ n^^ Demonstrație Numarul inf M este cel mai mare minorant al mulțimii M Pentru orice n G N* numarul inf M +1 nu este minorant al mulțimii M Rezulta ca există un element an G M astfel încat inf M R : x |x| Este important de remarcat faptul ca demonstratiile rezultatelor prezentate nu se bazeaza direct pe definita modulului Ele au fost deduse utilizand doar proprietatile Șiruri și serii 31 a) |x| > 0 |x| = 0 si x = 0 b) |ax| = | a| |x|, oricare ar fi a, x G R c) |x + x^ R : (x,y) ^-|| (x,y) ||= Vx2 + y2 are proprietăți similare cu ale modulului: a) || (x,y) ||> 0 si || (x,y) ||= 0 - > (x,y) = (0, 0) b) || a(x,y) ||= |a| || (x,y) ||, oricare ar fi aGR, (x,y) G R2 c) II (x,y) + (x',y') || 0, iar a/x2+y2 = 0 dacă și numai dacă x = y = 0 b) Avem || a(x, y) ||=|| (ax, ay) ||= a/(ax)2 + (ay)2 = a/0^^/x2 + y2 = |a| || (x, y) || c) Relația se mai scrie a/(x+xz)2 + (y + y')2 0, ridicand la patrat obtinem inegalitatea evident adevarata (xy1 — x'y)2 > 0 2 2 3 înterpretari geometrice: || (x,y) || = distanta dintre punctele (x,y) si (0,0) || (x,y) — (x',y') || = distanta dintre punctele (x,y) si (x',y') 2 2 4 Aplicatia d : R2 x R2 —> R, d((x,y), (x1 ,y')) =||(x,y) — (x1 ,y') || = \/(x—x')2 + (y—y')2 are proprietăatile a) d((x,y), (x1 ,y')) > 0 si d((x,y), (x1 ,y'))=0 (x,y) = (x1 ,y') b) d((x,y), (x1 ,y')) = d((x',y'), (x,y)), oricare ar fi (x,y), (x1 ,y') G R2 c) d((x,y), (x',y')) 0 există n£ E N astfel încăt || (xn,yn) — (a,b) || n£ 2 2 6 Definiție Sirul (xn,yn)n>0 este numit marginit dacă exista r> 0 astfel încat || (xn, yn) || 0 din R2 este numit sir Cauchy dacă pentru orice e > 0 exista n£ E N astfel încat II (xn,yn) — (xk,yk) || n£ k > n£ 2 2 9 Propoziție Orice șir Cauchy din R2 este șir marginit Demonstrație Este similara cu demonstrata prezentata la pag 28-20 2 2 10 Propoziție Orice sir convergent din R2 este sir Cauchy Demonstratie Este similara cu demonstrata prezentata la pag 29-21 Șiruri și serii 33 2 2 11 Propoziție Oricare ar fi (x,y) ER2 are loc relația IX } 0 si || x ||= 0 R, || (x,y) ||= a/x2 + y2 este norma pe spatiul vectorial bidimensional R2, iar (R2, || ||) este spatiu normat c) Aplicatia || ||: R" —> R, || (xi,x2, ,xn) ||= a/x2 + x2 + + x2 este norma pe spatiul vectorial n-dimensional Rn, iar (Rn, || ||) este spatiu normat 2 3 3 Exercițiu Să se arate ca aplicatiile || ||i: Rn —> R, || (xbx2, ,xn) ||i= |xi| + |x2| +-+ |x„| || ||^: Rn —> R, || (xbx2, ,xn) ||^= max{|xi|, |x21, ••• , |xra|} sunt norme pe spatiul vectorial R" oricare ar fi n G N* = {1,2,3, } 2 3 4 Exercițiu Multimea C( ) a tuturor functiilor continue : —> R considerata împreuna cu operatiile de adunare si înmultire cu scalari C( )xC( ) —> C( ):(^>,'0) ^+^, unde ( C( ) : (a, (x) este spațtiu vectorial, iar aplicațtia || x: C( ) —> R, ||||^= max Hx)| xe este normăa Șiruri și serii 35 2 3 5 Propoziție Daca (E1, || ||1) și (E2, || ||2) sunt spații normate, atunci aplicația lll|: Ei xE2 R, II (xi,X2) II = ^ II Xi 111 + IIX2 «2 este o norma pe spațiul vectorial E1 x E2 și !! X1 H 0 și || (x1,x2) ||=0 o (x1,x2) = (0,0) || a(x1,X2) ||= |a| || (X1,X2) || II (X1,X2) + (S1,S2) l| = V# X1 + 51 112 + II X2 + 52 II'2 R cu proprietațile a) d(x, 5) > 0 si d(x,5)=0 x = 5 b) d(x,5) = d(5,x), oricare ar fi x,5GM c) d(x,5) R, d(x, y) =|| x — y || este spatiu metric Demonstrație Avem d(x,y) =|| x — y ||> 0 și d(x,y) = 0 o || x—y ||=0 o x—y = 0 o x = y d(x,y) =|| x — y ||=|| (—l)(y — x) ||= | — 1| || y — x ||=|| y — x ||= d(y,x) d(x,y) =|| x—y ||=|| x — z+z—y || R : (x, y) (x, y) cu proprietatile a) (ax + fiy,z} = a(x,z) + fi(y,z}, oricare ar fi a, fi E R si x,y,z EH b) (x,y) = (y,x), oricare ar fi x,y E H c) (x, x) > 0 si (x, x) = 0 x = 0 Un spatiu prehilbertian este un spatiu considerat împreuna cu un produs scalar fixat 2 5 2 Din definita produsului scalar se deduce imediat că (x,ay + fiz) = a(x,y) + fi(x,z), oricare ar fi a, fi E R si x,y,z E H Șiruri și serii 37 2 5 3 Exemple a) Aplicația n Rn x Rn —h R : (x,y) h (x,y), (x,y) = xk Vk (2-1) k=1 este produs scalar pe R" = {x = (x1,x2, ,xn) | xi, ,xn E R}, oricare ar fi n E N* b) Aplicația C( ) x C( ) —h R : (p,^) h (p,^) = [ p(x) ^(x) dx (2 2) J0 este produs scalar pe spațiul C( ) al tuturor funcțiilor continue p: h R 2 5 4 Se stie că în cazul în care a, b, c sunt numere reale cu a = 0, relatia at2 + bt + c > 0, oricare ar fi t E R are loc daca si numai daca A = b2 — 4ac 0 2 5 5 Propoziție Daca H x H —h R : (x,y) h (x,y) este produs scalar, atunci |(x,y)| 0 adevarată oricare ar fi t E R, conduce la 4(x,y)2 — 4(x,x)(y,y) 0 si IIx ||= 0 o (x,x) = 0 o x = 0 b) || ax ||= a/(ax, ax) = y/a2(x,x) = |a^/(x, x) = |a| || x || c) ||x+y ||2 = (x+y,x+y) = (x,x)+2(x,y) + (y,y) ,-0) = J f0(^(x) — ^(x))2 dx 2 5 11 Izomorfismul liniar Mkxn(R) —> Rkn, x11 x12 • • x1n \ x21 x22 • ' x2n xk1 xk2 • • xkn (x11, x12, •••, x1n, x21 ,x22, •••,x2n, , xk1, xk2, •••, xkn) permite identificarea lui Rkn cu spațiul vectorial al matricelor cu k linii si n coloane Aplicațiile Mkxn(R) = x11 x12 • • • x1n > x21 x22 • • • x2n R- xk1 x11 xkn / =\ k n xi2j i=1 j=1 kn xin \ || ||1: Mkxn(R) -> Rj \ xk1 / ' ' ' xkn / i=1 j=1 1 x11 x1n || ||ro: Mkxn(R) - kn = maxmax \xn | i=1 j=^ jl xk1 xkn sunt norme pe Mkxn(R), iar / V11 y1n k n d y \ xk1 ' ' ' xkn j yk1 ykn // i=1 j=1 2 40 Elemente de Analiza Matematica Xln \ / X11 \ Xkl / / Xll Xkn ) Xln \ d R- xll xkl xln yll xkn ykl k n Xij yij • i=l j=l 2 6 Șiruri în spatii metrice 2 6 1 Definiție Spunem ca sirul (Xn)n>0 din spatiul metric (S, d) este convergent cu limita a si scriem limn^^> Xn = a dacă lim d(Xn, a) = 0 n^^ adică daca oricare ar fi e> 0 exista n£ E N astfel încât d(Xn, a) n£ 2 6 2 In cazul unui sir (xn)n>0 dintr-un spatiu normat avem limn^^> Xn = a daca lim || Xn - a ||= 0 n^^ adică dacă oricare ar fi e> 0 există n£ E N astfel încat || Xn - a || n£ 2 6 3 Propoziție într-un spatiu metric, limita unui șir convergent este unica limn^^> Xn — a limn^^ Xn = b —^ a — b Demonstrație Este similara cu demonstrata prezentata la pag 27-10 Șiruri și serii 41 2 6 4 Propoziție Orice subșir (xnk) al unui șir convergent (xn) este convergent și lim xn, = lim xn k^x n^x Demonstrație Este similară cu demonstrația prezentată la pag 27-16 2 6 5 Definiție Șirul (xn) din spatiul metric (S, d) este numit șir Cauchy daca pentru orice e> 0 exista n£ > 0 astfel încât d(xn,xm) n£ m > n£ adica astfel încat d(xn+k ,xn) n£ k G N 2 6 6 Propoziție Intr-un spatiu metric, orice șir convergent este șir Cauchy Demonstratie Este similara cu demonstrata prezentata la pag 29-21 2 6 7 Se poate arata că în spatiul normat (C( ), || ||) cu || ||= y /^(^(x))2dx, sirul de functii ( 0 din spatiul metric (S, d) este numit mărginit daca exista a G S si r> 0 astfel încat d(a,xn) 0 din spatiul normat (E, || ||) este marginit dacă si numai daca exista r > 0 astfel încat || xn || 0 un sir convergent si a = limn^x xn Pentru e = 1 exista ni GN astfel încât d(a,xn) n1 Alegand r = max{1, d(a, x0), d(a, x1), d(a, xni-1)} avem d(a, xn) R : x = (xi,X2, •••,xra) H-|| x ||= n ZX k=i Ea este norma asociata produsului scalar uzual n (,) : Rn x Rn —> R, (x,y) xk yk k=i adica ||x|| = V(x,x) si defineste distanța uzuală d : Rn x Rn —> R, d(x, y) = ||x - y|| = n J2(xfc - yk)2 k=i Spatiile Rn sunt spatii Hilbert Oricare ar fi x G Rn avem (a se vedea pag 33-11) |xi | |x2| U|| x || 0 un sir de numere reale Seria xn n>o este numită convergentă (C) dacă sirul sumelor partiale (sk)k>0, k Sk = xn = xo + xi + -+ xk n=0 Șiruri și serii 43 este convergent Limita acestui șir este numită suma seriei și scriem :n = lim k^ Xn = lim (xo + xi + -+ Xk) k^^ O serie care nu este convergentă este numită divergenta (D) 2 7 2 Exemplu Seria Ș2n>0 E este convergentă deoarece A 1 1" (1 A2 (1V 1 - (1 )k+1 Sk = E2 = 1 + 2 + (j) + + (j) = 1 -1 si suma ei este Ș22=0 217 = 2- k^^ 1 — T = 2 2 2 7 3 MATHEMATICA: NSum[a[n], {n, m, k}] , Sum[a[n], {n, m, Infinity}] In :=NSum In :=Sum Out =1 99997 Out =2 2 7 4 Exercițiu Seria geometrica reală Ș2n>0 qn este convergenta daca si numai daca q E (-1,1) Suma ei este Ș2EE xn = Țzq, adica avem 1 + q + q2 + q3 +-= —1— daca q E (-1,1)- 1-q Rezolvare Sirul sumelor partiale este convergent daca si numai daca q E (-1,1) si 1 qk+i 7 xn = lim (1 + q + • • • + qk) = lim - k^^ k^^ 1 — q 1 1-q 2 7 5 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, k}] , Sum[a[n], {n, m, Infinity}] In :=Sum[q~n, {n, 0, k}] i—— Out = -1+1'++ In :=Sum[q~n, {n, 0, Infinity}] i—— Out = 2 7 6 Propoziție Daca seria Ș2n>0 xn este convergenta, atunci limn^^> xn = 0 Demonstrație Fie s suma seriei, adica s = k=0 xk Avem (n n— 1 \ n n— 1 7 xk - 7 xk = lim 7 xk - lim 7 xk = s - s = 0-k=0 k=0 k=0 k=0 2 7 7 Propoziție En>0 Xn convergenta 1 \ En>0(xn+Vn) convergentasi En>0 Vn convergent^ [ En=0(xn + Vn) = En=0 xn + En=0 Vn a E R 1 j En>0 a xn convergentasi En>0 xn convergenta I | En=0 a xn = ^En=0 xn- 44 Elemente de Analiza Matematica Demonstrație Avem E>E k k E(xn+yn) = lim > (xn+yn) = lim > n=0 n=0 n=0 k oo Xn + lim V yn = 52 +52 yn n=0 k oc a xn n=0 k lim k^^ axk = a lim k^ — a xn n=0 2 7 8 Propoziție Seriile 52 xn și 52 xn au aceeași natura, oricare ar fi n0 > 0 n>0 n>ng Demonstrație Șirurile (sk)k>0 și (sk)k>n0, unde k xn, k xn = sk 1 n sunt fie ambele convergente, fie ambele divergente 2 7 9 Exercițiu Fie seriile de numere reale Ș2n>0 xn și Ș2n>0 yn- Dacă, cu excepția unui numar finit de termeni, avem xn = yn, atunci seriile au aceeași natura 2 7 10 Teoremă (Criteriul lui Cauchy) Seria n>0xn este convergenta daca și numai daca pentru orice e > 0 exista n£ E N astfel încât , , n>n£ |xn+i + xn+2 + + xn+k\ 0 xn este convergenta daca și numai dacă șirul sumelor partale (sk)k>0 este convergent Pe de altă parte, șirul (sk)k>0 este convergent dacăa si numai dacăa este sir Cauchy, adicaă dacăa pentru orice e > 0 existăa n£ E N astfel încat \sn+k — sn| n£ și oricare ar fi k E N* Insa \șn+k — sn\ = \xn+1 + xn+2 + ' ' ' + xn+k \ 2 7 11 Teoremă (Criteriul lui Abel) Daca (an)n>0 este un sir descrescător cu limn^^> an = 0 si daca (xn)n>0 este un sir astfel încat exista M > 0 cu \x0 + x1 + • • • + xn\ 0 an xn este convergenta Demonstratie Notând sk = n=0 xn avem xn = sn—sn-1 pentru orice n>0 Deoarece Șiruri și serii 45 |an+1 xn+1 + ' ' ' + an+kxn+k | — |an+1(sn+1 sn) + ' ' ' + an+k(sn+k sn+k-1)1 = | - an+1sn + (an+1 - an+2)sn+1 + ' ' ' + (an+k-1 - an+k)sn+k-1 + a n+ksn+k | an = 0, pentru e> 0 există n£ GN astfel încât |an+1 xn+14-+an+kxn+k| n£ si oricare ar fi k G N* 2 7 12 Teorema (Criteriul lui Leibniz) Daca (an) este sir descrescător cu lim an = 0, atunci } (-1)n an este convergenta n>0 Demonstrație Alegem xn = (-1)n si utilizam criteriul lui Abel 2 7 13 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}] Sum[(-1)“n/n, {n, 1, Infinity}] i—— Out = -Log 2 Sum[(-1)~n/n~2, {n, 1, Infinity}] i—— Out = -U NSum[(-1)~n/n~3, {n, 1, Infinity}] i—— Out =-0 901543 2 7 14 Definiție Spunem ca seria xn este absolut convergenta daca seria x| este convergenta n>0 n>0 2 7 15 Teorema Orice serie absolut convergenta de numere reale este convergenta Demonstrație Utilizam criteriul lui Cauchy Dacă seria n>0 \xn | este convergenta, atunci pentru orice e > 0 există n£ G N astfel încat |xn+1 + xn+2 + • • • + xn+k| n£ si oricare ar fi k G N* Insa |xn+1 + xn+2 + ' ' ' + xn+k| n£ si k G N* 2 7 16 Exemplu Seria Ș2n>1 este convergenta conform criteriului lui Leibniz Ea nu este absolut convergenta deoarece Ș2n>11 este divergenta (pag 46-22) 2 7 17 Definiție Spunem ca n>0 xn este serie cu termeni pozitivi daca xn > 0, oricare ar fi n G N 46 Elemente de Analiza Matematica 2 7 18 Propoziție O serie cu termeni pozitivi ^fn>0 xn este convergenta daca și numai daca șirul sumelor parțiale [ En=0 xn ) este mărginit V / k>o Demonstra(ie în cazul unei serii cu termeni pozitivi, sirul sumelor partiale este crescator Un sir crescator este convergent daca si numai daca este marginit 2 7 19 Teoremă (Criteriul comparatei) Fie 'fifn>0 xn si 'fifn>0 yn doua serii cu termeni pozitivi Daca exista n0 > 0 astfel încat xn n0, atunci a) En>0 yn convergenta En>0 xn convergenta b) En>0 xn divergenta En>0 yn divergenta Demonstrație Seria En>0 xn are aceeasi natura cu n>no xn si seria En>0 yn are aceeași natura cu fFn>no yn Deoarece 0 rao sirmarginit =^ (En=n0 xn^) sir marginit (En=n0 x^k>no sir nemarginit =^ (En=n0 y^k>no sir nemarginit- 2 7 20 Teoremă (Comparație prin trecere la limită) Daca seriile cu termeni pozitivi Y) n>0 xn si E n>0 yn sunt astfel încat exista lim — = l G (0, to), n yn atunci ele au aceeasi natura (sunt ambele convergente sau ambele divergente) Demonstratie Există n0 G N astfel încât G (j, , adică 1 3l " 2 yn no ceea ce permite utilizarea criteriului comparației 2 7 21 Teoremă Fie f: [1, to) [0, to) o func(ie continua si descrescătoare Seria En>i f (n) este convergenta daca si numai daca sirul (f™ f (x) dx) >1 este marginit Demonstrație Utilizand relatia f (k + 1) 1 na n>1 Șiruri și serii 47 Demonstrație Daca a na = 0- In cazul a> 0 functia f :[1, w) — [0, w), f (x) = ja este continuă si descrescatoare Deoarece dacăa a = 1 •n x1-a |n • I, n1 a 1—a 1 1—a = ln n (ln x)|n șirul (f'n f (x) dx) >1 este marginit daca si numai daca a > dacă a = 1 1 2 7 23 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], In := Sum i—— Out = In : = NSum , {n, 1, Infinity}] {n, m, Infinity}] n- 6 Out =3 02074 2 7 24 Exercițiu Să se arate ca seria ^2n>1 1+Xn este convergenta Rezolvare 1 Convergența rezultă din 1 ak- - Rezolvare 2 Deoarece lim 1+ n2 = 1 seria —n are aceeasi natura cu —^7- n^^ -1/- t—-* 1 + n2 n3/2 n3/2 n>1 n>1 2 7 25 MATHEMATICA: NSum[a[n], {n, m, k}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}] 48 Elemente de Analiza Matematica In := NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n~2), In := NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n*2), In := NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n*2), In := NSum[(1+Sqrt [n] )/(1+n“2) , In := NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n*2), {n, 1, 100}] — Out =2 87338 {n, 1, 1000}] — Out =3 0186 {n, 1, 10000}] — Out =3 06273 {n, 1, 100000}] — Out =3 07649 {n, 1, Infinity}] i—— Out =3 08283 2 7 26 Teoremă (Criteriul rădăcinii) Daca seria cu termeni pozitivi^ n>0 xn este astfel încât există limn^^> nXn, atunci: limn^^> nXn 0 xn este convergentă lim„ x tfxn > 1 =^ Zn>0 Xn este divergentă Demonstrație Fie l = limn^^> n/Xn în cazul l 0 astfel încât l+e nXn, există n£ E N astfel încât nXn E (l — e, l + e), oricare ar fi n > n£ în particular, avem /Xn n£ Convergența seriei n>0 xn rezulta din convergența seriei geometrice n>0(l + e)n pe baza criteriului comparației în cazul l > 1 exista e > 0 astfel încat l — e > 1 Deoarece l = limn^^> ^/XC exista n£ E N astfel încat nXn E (l — e, l + e), oricare ar fi n > n£ în particular, avem /Xn > l — e, adica Xn > (l — e)n > 1, oricare ar fi n > n£ Rezultă că limn^^> Xn = 0 si prin urmare seria este divergenta 2 7 27 Notiunea de limita superioara permite urmatoarea formulare mai generală: Teoremă (Cauchy) Dacă^țn>0 Xn este serie cu termeni pozitivi, atunci: lim supn^^ nXn 0 Xn este convergentă lim supn^^ nXn > 1 =^ Ș2n>0 Xn este divergentă 2 7 28 Teoremă (Criteriul raportului) Dacă serial n>0 Xn cu Xn > 0 este astfel încât exista limn^^> , atunci: liiiy x X—1 0Xn este convergentă liiiy x —— > 1 =^ Zn>0Xn este divergentă Demonstrație Fie l = limn^^> • în cazul l 0 astfel încat l+e ^n+1, exista n£ E N astfel încat g (l — e, l + e), oricare ar fi n > n£ în particular, avem pentru n > n£ relatia ^^-1 0 Xn rezultă din convergenta seriei geometrice n>0(l + e)n-în cazul l > 1 exista e > 0 astfel încat l — e > 1 Deoarece l = limn^^> , există xn Șiruri și serii 49 nț GN astfel încât G (l—e, l+e), oricare ar fi n>nț In particular, avem pentru n>n'£ relatia > l—e din care rezultă xn's+1 > (l—e)xn^, xn's+2 > (l—e)2xn's, , x,+k 0 xn este serie cu termeni strict pozitivi, atunci: lim supn—x 0 xn este convergenta lim supn—x Xt1 > 1 =^ Ș2n>0 xn este divergenta 2 7 30 Teoremă (Criteriul Raabe-Duhamel) Daca seria ^2n>0 xn cu xn >0 este astfel încât exista limn—x n^ — 1), atunci: lim, -x n ( — 1) > 1 =^ Zn>0 x, este convergenta lim, x n(^— 1) 0 x, este divergenta Demonstrație Fie l = limn—x n{ — 1) In cazul l > 1 exista e > 0 astfel încât l — e > 1, adica l > 1 + e Deoarece l = limn—x n^— 1), există n£ G N astfel încât n^ — 1) > 1 + e, oricare ar fi n > n£ Rezulta ca relația nxn — nxn+1 > xn+1 + exn+1, adica nxn — (n + 1)xn+1 > exn+1 > 0 (*), are loc oricare ar fi n > n£ Din relatia (*) rezultă ca sirul cu termeni pozitivi (nxn)n>n este monoton descrescator si deci convergent Deoarece exista limk—x n [nxn — (n+ 1)xn+1] = lim, -x n — (k + 1)x,+1] seria [nxn — (n + 1)x,+1] este convergenta Din relatia (*), pe baza criteriului comparatei, rezulta ca n>0 xn este convergenta In cazul l 0 astfel încât l + e n£ Relatia nxn—nxn+1 n^ Rezultă ca sirul cu termeni pozitivi (nxn)n>n^ este crescător Exista C > 0 astfel încat nxn > C, adica xn > C1, oricare ar fi n > n£ Seria armonica Sn>1 n fiind divergenta, pe baza criteriului comparației, rezulta ca n>0 xn este divergentăa 50 Elemente de Analiza Matematica 2 8 Serii în spatii normate 2 8 1 Definiție Fie (xn)n>0 un șir dintr-un spațiu normat (E, || ||) Seria n>0 este numită convergenta (C) daca sirul sumelor parțiale (sk)k>0, unde k Sk = V' xn = Xo + X1 + + Xk este convergent Limita acestui sir este numita suma seriei si scriem oc k Exn = lim > xn = lim (x0 + x1 + • • • + xk) '^7 / n \ u i x i i rv/ k^^ k^ n=0 n=0 O serie care nu este convergenta este numita divergenta (D) 2 8 2 Exemplu în spațiul normat (R2, || ||) cu || (x1,x2) ||= y/x2 + x2,, seria En>:i (A, n(n1+1^ este convergenta deoarece A /2n i \ (A (2y A [i i A [2i-( 1 )y i \ M3n ’ n(n + i)/ = \^\3/ ’^\n n + i// = \3 i-2 ’ k + i/ n=1 2 z \n=1 n=1 x ' / \ 1 / si suma ei este 2n i 3n ’ n(n+i) / k = lim k^^ n=1 2n i 3n ’ n(n+i) J = (2, i) 2 8 3 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}] In := Sum i—} Out =2 In := NSum i—— Out = 1 2 8 4 Propoziție Daca seria n>0 xn din (E, || ||) este convergenta, atunci limn^^> xn = 0 Demonstrație Este similara demonstratei prezentate la pag 43-6 2 8 5 Propoziție într-un spatiu normat Sn>0 Xn convergenta] \ J2n>0(xn+Vn) convergenta si En>0 Vn convergent^ [ EX=0(xn + Vn) ^2n=0 Xn + En=0 Vn a G R 1 j En>0 a xn convergenta si En>0 Xn convergenta I | En=0 a xn = ^En=0 Xn- Șiruri și serii 51 Demonstrație Este similară demonstrației prezentate la pag 43-7 2 8 6 Daca se modifica sau elimina un numar finit de termeni ai unei serii natura seriei nu se schimbă (doar suma ei este, eventual, afectata) 2 8 7 Teoremă (Criteriul lui Cauchy) Intr-un spatiu Banach, o serieȘ2n>0 xn este convergenta daca și numai daca pentru orice e> 0 exista n£ E N astfel încât ,, ,, n>n£ IIx„+i + xn+2 +-+ xn+k || 0 n>0 2 8 9 Teoremă într-un spatiu Banach, o serie absolut convergenta este convergenta Demonstratie Este similara demonstrației prezentate la pag 45-15 2 8 10 Teoremă Fie^fn>0 xn o serie de elemente apartinand unui spatiu Banach Daca exista o serie convergenta de numere reale yțn>0 an astfel încît || xn || 0 xn este absolut convergenta si, în particular, convergenta Demonstratie Seria Ș2n>0 ||xn|| este convergenta conform criteriului comparatiei 2 9 Șiruri de funcții 2 9 1 Definiție Fie A o multime si fn : A —> R, unde n E N, funcții definite pe A Spunem ca sirul de functii (fn)n>0 este convergent în punctul x0 daca sirul de numere reale (fn(x0))n>0 este convergent în caz contrar spunem ca sirul este divergent în punctul x0 Multimea Ac C A formată din toate punctele în care sirul este convergent se numeste multimea de convergenta a sirului 52 Elemente de Analiza Matematica 2 9 2 Definiție Fie A o mulțime și f, fn : A R funcții definite pe A Spunem că șirul de funcții (fn)n>0 converge (punctual) la f și scriem fn —> f dacă Ac = A și lim fn(x) = f (x), oricare ar fi x E A adică dacă oricare ar fi x E A și e > 0 exista n£yX E N astfel încat |fn(x) — f (x)| n£;X Spunem că șirul de functii (fn)n>0 converge uniform (în A) la f și șcriem fn f daca oricare ar fi e> 0 exișta n£ E N aștfel încat |fn(x) —f (x)| 2 9 3 Exemplu Sirul de functii (fn)n>0, unde fn : —> R, fn(x) = 2nx 1+n2x2 converge punctual la functia nulă f: —> R, f (x) =0, dar nu converge uniform Pentru orice x E avem 2nx lim ———2 = 0 1 + n2x2 Deoarece |fn(n) — f (n)| = 1, pentru e 0 un șir de functii fn: AR care converge uniform în A la f: AR Oricare ar fi B C A, șirul reștrictiilor (fn|B)n>0 converge uniform în B la f |B 2 9 5 Teoremă Fie A o mulțime și f, fn: AR, unde n EN, funcții definite pe A Daca exista un șir de numere reale (an)n>0 astfel încat limn^^> an = 0 și |fn(x) — f(x)| 0 converge uniform la f, adica fn Demonstrație Fie e > 0 Deoarece limn^^> an = |an| n£ Dar |fn(x) — f(x)| n£ x E A 2 9 6 Exemplu Șirul de functii (fn)n>0, unde fn : R —> R, fn(x) = n șinnx, converge uniform la functia f : R —> R, f (x) = 0 deoarece |fn(x) — f(x)| 0, unde fn: A C R R, converge uniform daca și numai daca pentru orice e> 0 exista n£ E N astfel încât n > n£ \fn+k(x) - fn(x)\ 0 exista n£ E N astfel încat \ fn(x) — f (x)\ n£, x E A Pentru orice n > n£, k E N si x E A avem \fn+k(x) — fn(x)\ = \fn+k(x) — f (x) + f (x) — fn(x)\ 0 este sir Cauchy si deci convergent, oricare ar fi x E A Aratam ca fn —+ f, unde f : AR, f (x) = limn^^> fn(x) Fie e > 0 Conform condiției din enunt, exista n£ E N astfel încat n > n£ e£ \ fn+k(x) — fn(x)\ n£ oricare ar fi £ x E A 2 9 8 Teoremă Avem fn: A C R —> R sunt continue in x0 E A ) „ ; „ „ , , , > =^ f este continua in x0 (fn)n>0 converge uniform la f : A —> R J Demonstratie Fie e > 0 Avem de aratat ca exista â > 0 astfel încat i x E I =^ \ f (x) — f (x0) \ n£ x E A Functia fn£ fiind continuă în x0, rezulta că exista 6 > 0 astfel încat xEA e \ x—?0 I fn W — fn l R sunt continue în x0, atunci fn -A f =^ lim f lim fifix)} = lim ( lim fn(x)\ x^xo \n^ R funcții continue Avem J u , fn f oricare ar fi [a, fi] C I /■& lim / fn(x) dx = f (x) dx n—— / / J a J a (2 5) Demonstrație Pentru orice e > 0 există nf G N astfel încăt |fn(x) - f (x)| nf si oricare ar fi x G I Pentru n > nf avem (vezi pag 139-8) |/afn(x) dx - fa f (x) dx\ = |/a (fn(x)-f(x)) dx| R functii continue și F, Fn : [a, b] —> R, /• x /• x F(x) = / f (t) dt, Fn(x) = / fn(t) dt xo xo primitivele (vezi pag 147-31) care se anulează în punctul x0 G [a,b] în aceste conditii fn -A f [a,b] f F -A F rn r ,1 r- [a,b] u Demonstrație Daca fn -A] |fn(t)-f (t)| 0 exista nf G N astfel încât e c n > n£ , oricare ar fi f b - a t G [a,b] Din acesta relație rezulta x n>n | F ^) F(^»)| R si x0 E [a, b] astfel încât : 7-/ U ■ fn -Jj g ■ (fn(xo))n>Q este convergent exista f: [a, b] —> R derivabila astfel it încât : ■ f -J f fn [a,b] f ■ f = g Demonstrație Fie e> 0 si f :[a,b] —> R, f (x) = g(t) dt+l, unde l = limn^^> fn(x0) Existâ n£ E N astfel încat p f 'g(i)\ n£ oricare ar fi , r ,, t E [a, b] Deoarece fn(x) = fn(t) dt + fn(xo) avem \ fn(x) - f (x) \ n£ oricare ar fi ,, xE [a, b] 2 9 14 Teoremă (Prima teoremă de aproximare a lui Weierstrass) Pentru orice funcție continua f : [a, b] —> R exista un sir de polinoame uniform convergent cu limita f Demonstrafie A se vedea ,vol 2, pag 7 2 10 Serii de functii 2 10 1 Definiție Fie A o mulțime si fn: A —>R, unde n EN, functii definite pe A Spunem ca seria de functii 52n>0 fn este convergentă (C) în punctul x0 din A daca seria de numere reale 52n>0 fn(x0) este convergenta în caz contrar spunem că seria este divergenta (D) în punctul x0 Multimea Ac C A formată din toate punctele în care seria este convergenta se numeste multimea de convergentă a seriei 2 10 2 Definiție Fie A o mulfime si fn : A R functii definite pe A Spunem că seria 52n>0 fn este convergentă dacă Ac = A, adica daca sirul sumelor partiale (sk), k sk = fn = f0 + f1 + • • • + fk n=0 este convergent Limita acestui sir este numita suma seriei si scriem 56 Elemente de Analiza Matematica k fn = lim fn = lim (f0 + f1 + • • • + fk) /jjn / j n u 52n>0 fn este numită uniform convergenta în A dacă (sk) este uniform convergent 52n>0 fn este numita absolut convergenta dacă seria 52n>0 f este convergentă 2 10 3 Daca seria 52n>0 fn este uniform convergenta în A cu suma S si daca B c A, atunci seria restricțiilor 52n>0 fn|B este uniform convergentă în B si are suma S|B 2 10 4 Propoziție Daca seria de funcții 52n>0 fn este convergenta, atunci limn^^> fn = 0 Demonstrație Este similara demonstratei prezentate la pag 43-6 2 10 5 Teoremă (Criteriul lui Cauchy) Seria yț n>0 fn, unde fn: A C RR, converge uniform pe A daca si numai daca pentru orice e> 0 exista n£ E N astfel încât n > n£ |fn+i(x) + fn+2(x) + -+ fn+k(x)| R, unde n E N, functii definite pe A Daca exista o serie cu termeni pozitivi convergenta 52n>0 an astfel încât |fn(x)| 0 fn este absolut si uniform convergenta pe A Demonstratie Utilizam criteriul lui Cauchy Fie e > 0 Deoarece 52n>0 an este convergenta exista n£ E N astfel încât an+1 + an+2 + • • • + an+k n£ si k E N, ceea ce conduce la relatia n+k n+k n+k n > n£ fm(x) 1, atunci 52n>0 c°2 [0, w) și fn: A —> R funcții definite pe o mulțime A Avem ■ an(x) > an+i(x), Vn > 0, Vx G A U r\ ■ an -fi 0 ■ exista M > 0 astfel încât | fo (x)+fi (x)+ ■■■ + fn (x) | 0, Vx G A > anfn este uniform convergenta n>0 Demonstrație Este similară cu demonstrația prezentată la pag 44-11 2 10 9 Teoremă Avem fn: A C R R sunt continue in x0 G Al , z > fn este functie continua in x0 n>o fn este unif orm convergenta Demonstrație Consecința directa a teoremei prezentate la pag 53-8 2 10 10 Daca functiile fn: A C R —> R sunt continue în x0, atunci OC OC / \ Efn uniform convergenta lim fn(x) ) ( lim fn(x)] X^Xn \ X^XQ ) n>0 n=0 n=0 x 7 2 10 11 Teoremă Fie ICR un interval și f,fn: I —>R functii continue Avem fn unif orm convergenta n>o C dx = fn(x) dx n=0^a oricare ar fi [a, fi] C I Demonstrație Consecinta directa a teoremei prezentate la pag 54-10 2 10 12 Teoremă Fie fn: [a, b] R functii derivabile cu derivata continuă Avem En>0 fn uniform convergenta 1 ( • En>0 fn uniform convergenta ■ exista x0 G [a, b] astfel încat z \ ■ Ș2n°=o fn este derivabila En>0 fn(x0) este convergenta[ ( EC=0fn )' = EC=0 fn Demonstrație Consecința directa a teoremei prezentate la pag 55-13 58 Elemente de Analiza Matematica 2 11 Serii de puteri 2 11 1 Definiție Prin serie de puteri centrată în x0 se înțelege o serie de forma an(x - xo)n = ao + ai(x - xo) + a2(x - xo)2 + (2 6) n>0 unde coeficientii an sunt numere fixate 2 11 2 Teoremă în cazul unei serii de puteri (2 6) exista RG [0, w) U {w} numit raza de convergentă a seriei, cu proprietățile: ■ Seria este absolut convergenta în orice punct x cu |x — x01 R ■ Seria este uniform convergenta în [x0 — r, x0 + r], oricare ar fi r cu 0 0 an(x'—x0)n este convergenta, atunci limn^^> an(x'— x0)n = 0 Rezultă ca exista M > 0 astfel încat |an(xz — x0)n| 0 \an(x — x0)n| este convergenta conform criteriului comparației, seria geo-metrica 52n>0 | 2—2° | fiind convergenta Rezulta ca 52n>0 an(x — x0)n este absolut convergentă în orice punct x cu |x — x0| 0 sunt, evident, îndeplinite primele doua conditii Daca r este astfel încat 0 0 |an| rn este convergenta Deoarece !an(x — x0)n| 0 an(x — x0)n este uniform convergenta în [x0—r, x0+r] conform criteriului lui Weierstrass (pag 56-6) Șiruri și serii 59 2 11 3 Deoarece Y^n=0(x — x0)n 1—(x—x0)k+1 1 —(x—xo) k + 1 daca x = x0 + 1 daca x = x0 + 1 ( convergenta daca seria de puteri 2Zn-0(x — x0)n este 1 Seria are raza de convergenta R = 1, iar suma ei este S : (x0 —1,x0 +1) —> R, S(x) = limfc^^2n=0(x — x0)n = 1—(x1—xo) adica 1 (x1 xo) =1 + (x—£0) + (x—x0)2 + + (x—x0)n + - pentru |x—x0| 0 an(x — x0)n este dacăa daca lim supn^x n|an | = daca 0 1 adica |x — x0| > n -x limsupra^ n|ara| 2 11 5 Teoremă Dacă șirul (|an|/|ara+1 |)n>0 are limită, atunci raza de convergență a seriei de puteri n>0 an(x — x0)n este r = lim a n |ara+1| Demonstratie Conform crit raportului (pag 48-28) seria este convergenta daca |an+1(x — x0)n+11 1 adica |x — x0| > lim n^x |an | |an+1 | 60 Elemente de Analiza Matematica 2 11 6 Rarza de coiiveroeiita a seriei \ (x 1) este R — liiti 1/n! — v- 11 6 ixaza ne convergenta a senei / >n>0 n! este ir — imn — au 2 11 7 Definiție Fie Ș2n>0 an(x — x0)n o serie de puteri cu raza de convergență R ~ oo Functia S:(x0—R,x0+R) —tR, S(x) —an(x—x0)n se numeste sumaseriei n=0 2 11 8 Teoremă Seriile ^2n>0 an(x—x0)n ^2n>1 nan(x—x0)n-1 au aceeeasi rază de convergență Demonstrație Fie R si R' razele de convergentă ale celor două serii Din relafia f |a„(x—x0)n| 1 nan(x — x0)n 1 C ^^2 an(x—x0)n C |x—x0| 0 rezultă R' 0 anrn este convergenta si limn ^> anrn — 0 Exista M > 0 astfel încat | 1 ' ' n>1 si prin urmare |x — x0| 0 an(x—x0)n o serie de puteri cu raza de convergență R Suma seriei oc S:(x0 —R, x0 +R) —tR, S(x) an(x—x0)n n=0 este o funcție indefinit derivabila (de clasa C^) Derivatele ei se pot obține prin derivare termen cu termen S1: (x0 — R, x0 + R) t R, S": (x0 — R, x0 + R) t R, S z(x) >2 X=1 nan(x—x0)n 1 S"(x) — EX=2 n(n — 1) an(x—x0)n-2 S(k) :(x0 — R,x0 +R) tR, S(fc)(x)^2Xfcn(n — 1) (n—k + 1) an(x—x0)n k Șiruri și serii 61 Demonstrație Seria n>0 an(x ~ x0)n si seriile obținute din ea prin derivare termen cu termen sunt uniform convergente pe orice interval [x0 — r, x0 +r] C (x0 —R, x0 +R) Conform teoremei prezentate la pag 57-12 restricfia funcfiei suma S la orice interval (x0 —r, x0 +r) cu [x0 —r, x0 +r] C (x0 —R, x0 +R) este indefinit derivabilă si derivatele ei se pot calcula derivand termen cu termen 2 11 10 Plecand de la seria geometrica (a se vedea pag 58-3, cazul x0 = 0) = 1 + x + x2 + ■■■ + xn +- pentru |x| 0 an(x — x0)n o serie de puteri cu raza de convergență R Suma seriei oc S :(x0 — R, x0 + R) —> R, S (x) = ^2 an(x—x0')n n=0 poate fi integrata termen cu termen pe orice interval [a, fi] C (x0 — R, x0 + R) I S (x) a °° fi OQ dx / an(x—x0)n dx = ^^ an n=0^a n=0 (x—x0)n+1 n + 1 a In particular, pentru orice x G (x0 — R, x0 +R) avem oc s (t) dt=yț n=0 (x—x0)n+1 an n+1 Demonstratie Seria n>0 an(x — x0)n este uniform convergentă pe orice interval [x0 — r, x0 + r] C (x0 — R, x0 + R) Pentru un interval [a, fi] dat alegem r > 0 astfel încăt [a, fi] C [x0 —r, x0 +r] C (x0 —R, x0 +R) si utilizam teorema de la pag 57-11 2 11 15 Plecand de la relațiile 1+X = 1 — x + x2 — x3 + ••• + (—1)n xn + pentru |x| R, d(x, y) =|| x — y || Notiunea de spațiu metric fiind foarte generala, elementele pe care le implica sunt, în general, insuficiente pentru a permite descrierea unor sisteme fizice Spațiile metrice care intervin în modelele matematice utilizate în fizica sunt, în general, spații normate sau submulțimi ale unor spații normate în general, punctul de la care se pleaca în constructia unui model matematic este un spatiu normat 3 1 2 Propoziție Orice submulțime nevida a unui spațiu normat are o structura naturala de spatiu metric Demonstratie Daca (E, || ||) este spatiu normat si dacă S C E este este o submufipme nevidă, atunci (S, d), unde 63 64 Elemente de Analiza Matematica d : S x S —> R, d(x, y) =|| x — y || este spațiu metric Demonstrația este similară celei prezentate la pag 36-2 3 1 3 Exemplu Sfera unitate cu centrul in origine S = {(x, y,z) | x2 + y2 + z2 = 1 } considerata cu distanta indusa din spatiul normat R3 d : S x S —> R, d((x, y, z), (x',y', z')) =|| (x, y, z) — (x', y', z') || = V(x—x')2 +(y—y')2 +(z—z')2 este spatiu metric 3 1 4 Orice submultime nevida a unui spatiu metric are la rândul ei o structura de spatiu metric Daca (S, d) este spatiu metric si dacă S0 C S este o submultime nevida, atunci restrictia aplicatiei d la S0xS0 este o distantă pe S0 si deci (S0,d|SoxSo) este spatiu metric 3 1 5 Definiție Fie (S, d) un spatiu metric, x0 G S un punct fixat si r > 0 Prin sfera deschisa de centru x0 si rază r se întelege multimea Br(x0) = { xGS | d(x0,x) R considerat împreuna cu norma || f |= maxxe[a b] |f (x)|, sfera deschisă Br(f0) este formata din toate functiile f : [a, b] —> R pentru care (vezi Fig 3 2, partea dreapta) |f(x)-f0(x)| R pentru care f0(x)-r 0 astfel încat Brx(x) C D ( se vedea Fig 3 2) Multimea formata din toate punctele interioare ale O lui D este numita interiorul lui D si notata cu D O 3 1 8 Din definitia anterioară rezultă că DC D, oricare ar fi D CS 3 1 9 Definiție Fie (S, d) un spatiu metric Spunem despre o multime D C S că O este multime deschisă daca D= D, adica daca orice punct x G D este punct interior 66 Elemente de Analiza Matematica 3 1 10 Exemple a) în cazul spațiului normat (R, | |) avem O O o R= R, Q= 0, D = [0,1) ^D=(0,1) b) în cazul spațiului normat (R2, || ||) cu || (x,y) ||= x2+y2 avem D = {(x,y) | x2 + y2 0} =^ D= {(x,y) | x2 + y2 0} 3 1 11 Problemă Fie (S, d) un spatiu metric Sa se arate ca: a) Mulțimile 0 si S sunt mulțimi deschise b) Orice reuniune de mulțimi deschise este o mulțime deschisa c) Orice intersecție finită de mulțimi deschise este o multime deschisă 3 1 12 Definiție Fie (S, d) un spatiu metric Prin vecinătate a unui punct x G S se intelege orice multime deschisa care contine pe x 3 2 Mulțimi închise 3 2 1 Definiție Fie (S, d) un spatiu metric si A C S o multime Spunem despre un element a G S ca este punct limită al multimii A daca pentru orice r > 0 avem Br(a) O A = 0 (a se vedea Fig 3 2) Multimea formată din toate punctele limită ale lui A este numită inchiderea lui A si notata cu A 3 2 2 Exemple Elemente de topologie Continuitate 67 a) în cazul spațiului normat (R, | |) avem R = R, Q = R, , , ■■3 = 10,1, -, -, * * 1*7 L * J * l*O*Q* I l**O*Q* I 2 O I I 2 O b) în cazul spatiului normat (R2, || ||) cu || (x,y) ||= a/x2+y2 avem {(x, y) | x2+y2 0} = {(x,y) | y > 0} 3 2 3 Propoziție Fie (S,d) un spațiu metric și A C S o mulțime Avem a G A daca și numai daca exista în A un sir convergent (xn)n>0 astfel încat a = limn^^> xn Demonstrație Daca a G A, atunci B1 (a) O A = 0, oricare ar fi n G N* Alegand n pentru fiecare n G N* un element xn G B1 (a) O A obținem un sir (xn)n>0 astfel încat d(xn,a) 0 astfel încat a = limn^^> xn, atunci pentru orice r> 0 exista nr G N astfel încat xn G Br (a) O A, oricare ar fi n > nr 3 2 4 Orice punct x G A este punct limită al lui A Oricare ar fi A avem A C A 3 2 5 Definiție Fie (S, d) un spatiu metric Spunem despre o mulțime A C S ca este multime închisa dacă A = A, adica daca A își conține toate punctele limită 3 2 6 Propoziție Multimea A din spatiul metric (S,d) este închisa daca si numai daca limita oricărui sir convergent din A apartine lui A 68 Elemente de Analiza Matematica Demonstrație Orice element din A este limita unui șir convergent din A și pentru orice sir convergent (xn)n>0 din A are loc relatia limra^^> xn E A Avem A = A daca Si numai daca limita oricarui sir convergent din A aparține lui A 3 2 7 Teoremă Fie (S, d) un spațiu metric O mulțime D C S este deschisa daca si numai daca complementara ei S— D este mulțime închisă Demonstrație Fie D C S multime deschisa Avem de aratat ca S — D C S—D Fie x E S — D Presupunand prin absurd ca x E S — D rezulta că x E D si exista rx > 0 astfel încat Brx (x) C D Dar în acest caz Brx (x) O (S — D) = 0, ceea ce este în contradicȘie cu x E S — D ‘^” Fie D C S mulșime închisă Avem de aratat că S — D este deschisă Fie x E S — D Deoarece D = D avem x E D si prin urmare exista r > 0 astfel încat Br (x) O D = 0, adica astfel încat Br(x) C S — D 3 2 8 Exercițiu Orice submulfime finita a unui spatiu metric este închisă Rezolvarea 1 Singurele siruri convergente sunt cele constante, de la un rang încolo Rezolvarea 2 Fie (S,d) un spatiu metric si A = {x1,x2, ,xk}CS Multimea S — A este deschisa: daca x E S—A, atunci există rx = min1 0 avem (a — e,a+e) P (D-{a}) = 0 Prin definiție, to este punct de acumulare pentru multimile nemajorate, iar —to este punct de acumulare pentru multimile neminorate 3 3 3 Punctul a = 1 este punct de acumulare pentru D = (0,1) U (3, to) Punctul a = 2 nu este punct de acumulare pentru D = (0,1) U (3, to) Punctul a = 0 este punct de acumulare pentru D = {1, 2, 1, 4, } Punctul a = 1 nu este punct de acumulare pentru D = {1, 2, 3, 1, Punctul a = a/2 este punct de acumulare pentru Q 3 3 4 Definiție Fie f: D CR —>R o functie si a un punct de acumulare pentru D Spunem ca functia f are limita l în punctul a și scriem lim f (x) = l x^a daca oricare ar fi sirul (xn)n>0 din D—{a} cu limn^^> xn = a avem limn^^> f (xn) = l 3 3 5 Exercițiu Fie functia R — {0}—> R : x sini x Sa se arate ca lim x^ — n sin = 1 x dar lim sin x^0 x nu exista Rezolvare Punctul a este punct de acumulare pentru D = R—{0} si xn 1 n sin -> sin — = 1 xn 2 Punctul a = 0 este punct de acumulare pentru D = R—{0} Limita nu exista deoarece an = >• 0 0 = 1 a] In :=Limit[Sin , x -> 2/Pi] In :=Limit[Sin[x]/x, x -> 0] In :=Limit[(1+1/x)“x, x -> Infinity] Out =1 Out =1 Out =e 2 n 2 — n 70 Elemente de Analiza Matematica 3 3 7 Teoremă Fie f : D C R —> R o funcție și a un punct de acumulare pentru D pentru orice e> 0 exista 6> 0 astfel încât lim f (x)= l - x^a x G D | x = a > |f (x) — l| 0 astfel încât oricare ar fi 6 > 0 exista x G D cu x = a, |x — a| e In particular, alegand 6 = 1 exista xn G D cu xn = a, \xn — a| e Rezulta că limn^^> xn = a si conform ipotezei trebuie să avem relația limn^^> f (xn) = l, în contradicție cu |f (xn) —l| >e “^=” Fie (xn)n>0 un sir din D — {a} cu limn^^> xn = a Pentru a arata ca limn^^> f (xn) = l considerăm e > 0 arbitrar ales Conform ipotezei exista 6 > 0 astfel încât pentru orice xGD cu x = a si |x—a| xn = a, exista n£ G N astfel încat |xn — a| n£ 3 3 8 Definiție Fie (S,d) un spatiu metric Spunem despre un punct aG S că este punct de acumulare pentru D C S dacă oricare ar fi e>0 avem B£(a) Ci (D—{a}) = 0 3 3 9 Definiție Fie (Si, d1), (S2,d2) spatii metrice, f : D C Si —> S2 o funclje si a G S1 punct de acumulare pentru D Spunem că functia f are limita l în punctul a lim f (x) = l x^a daca oricare ar fi sirul (xn)n>0 din D—{a} cu limn^^> xn = a avem limn^^> f (xn) = l 3 3 10 Teoremă Fie f: D CS1 S2 o functie și a punct de acumulare pentru D 'pentru orice e> 0 exista 6 > 0 astfel încăt x^a x^ =^ d2(f(x),l) R : x = (xi,x2, , x,) H-|| x ||= x2k- Elemente de topologie Continuitate 71 f ( Figura 3 5: Limita unei funcții într-un punct Ea este norma asociata produsului scalar uzual n (,) : Rn x Rn — R, {x,y) = xk Vk k=i adică ||x|| = y/ {x,x) Si defineste distanța uzuală d : Rn x Rn — R, d(x,y) = ||x - y|| n J2(xk - yk )2 k=i 3 3 12 Exercițiu Fie functia f : R2-{(0, 0)} - R, Sa se arate că / lim f(x, y) = 1 si (x,y)^(1,2) 5 x3 f (x,y) = 2 , 2 ■ x2 + y2 lim f (x,y) = 0 (x,y)^(Q,Q) Rezolvare Punctul (1,2) este punct de acumulare pentru D = R2 — {(0,0)} Avem f x 1 x3 13 1 (x y ) (12) l n 1 f (x y ) = — ii (xn,yn) (1, 2) | yn 2 f (xn,yn) = xn + yn 12 + 22 = 5 Punctul (0,0) este punct de acumulare pentru D Daca (xn,yn) (0,0), atunci 0 Rk, f (x) = (fi(x), f2(x),fk(x)) și a G Rn un punct de acumulare pentru D Avem lim f (x) = (li,l2 , ,lk) lim fj (x) = lj oricare ar fi j G{1,2, ,k} x^a x^a Demonstratie Afirmatia rezultă din relatia (a se vedea pag 42-13) |fi(x) - li| 1 7 Q din D cu limn^ro xn = a avem limn^ro f (xn) = f (a) Elemente de topologie Continuitate 73 3 4 3 Teoremă Fie f: D C R —> R o funcție și a E D Avem {pentru orice e> 0 exista 6> 0 astfel încât x E D 1 | i i e r =^ |f (x) — f (a)| S2 o functie si a E D Spunem ca functia f este continua în a dacă oricare ar fi sirul (xn)n>0 din D cu iimn -x xn = a avem liin„ x f (xn) = f (a) 3 4 5 Definiție Spunem că functia f: D C S1 S2 este functie continuă dacă este continua în orice punct a E D 3 4 6 Punctele lui D care nu sunt puncte de acumulare se numesc puncte izolate Daca a E D este punct izolat si daca (xn)n>0 este un sir din D cu limn—x xn = a, atunci exista n0 E N astfel încât xn = a, oricare ar fi n > n0, ceea ce conduce la limn—x f (xn) = f (a) Astfel, o functie este continua în orice punct izolat al domeniului de definire 3 4 7 O functie f este continua într-un punct de acumulare a apartinand domeniului de definitie daca si numai daca f are limită în a si limx—a f (x) = f (a) 3 4 8 Teoremă Fie f: D C S1 —> S2 o functie și a E D Avem {pentru orice e> 0 exista 6 > 0 astfel încat xED di(x,a) S2 o functie și a un punct de acumulare pentru D care nu apartine lui D Daca există limita lim f (x) = l, x—a atunci functia f : D U {a} ->S2, este continuă în a f (x) l dacăa xE D dacăa x= a Demonstratie Afirmatia rezulta direct din definitia continuitatii 74 Elemente de Analiza Matematica 3 4 10 Exemplu Deoarece limx^o = 1 funcția f : R o R, f (x) = — X se poate prelungi prin continuitate, rezultand funcția continua f șinș dacă x = 0 f : R -^ R, f(x) = { 1 dacăa X = 0 3 4 11 Propoziție Fie (S1,d1), (S2,d2), (S3,d3) spații metrice și f:Di QSi —>S2, g: D2 qS2 —>S3 doua funcții astfel încat f (D1) Q D2 Daca f este continua în punctul a G D1 și daca g este continua în f (a) G D2, atunci functia compusa g o f : Di —>S3, este continua în punctul a (9 ◦ f)(x) = g(f(x)) Demonstrație Din continuitatea lui f Xn a =^ f (Xn) f (a) =^ care arată ca g o f este continua în a în a și a lui g în f (a) rezulta relația (9of)(xn) = 9(f (Xn)) g(f (a)) = (g o f)(a) 3 4 12 Definiție Fie (S1,d1), (S2,d2) spatii metrice Spunem ca functia f: D Q S1 S2 este functie continua daca este continua în orice punct a G D 3 4 13 Propoziție Dacă f : S1 —> S2 este functie continuă, atunci: D deschisa in S2 =^ f-1(D) deschisa in S1 Demonstratele Fie a G f-1(D) = {x G S1 | f (x) G D} Deoarece f (a) apartine multimii deschise D rezulta că exista e > 0 astfel încât B£(f (a)') C D Functia f fiind continuă în a, există 6 > 0 astfel încat d1(x,a) R : x H-|| x || este continuă în particular, aplicatia modul R —> R : x |x| este continuă Demonstratie Din definitia normei rezulta relatiile Elemente de topologie Continuitate 75 II Xn ||=|| xn - a+a || E : (x, y) x + y R x E —> E : (a, x) ax sunt continue ( a se vedea pag 35-5) Demonstrație Daca (xn,yn) (a, b), atunci xn a, yn b si avem 0 Rk este continua Demonstrare Orice vector u = (u1,u2, ,un) G Rn admite în raport cu baza canonica ei = (1,0, , 0), e2 = (0,1,0, , 0), en = (0,0, , 0,1) reprezentarea u = u1 e1 +u2 e2 + • • • + un en Din relatia (a se vedea pag 38-8) || Ax-Aa || =|| A(x - a) ||=|| A((xi - ai) ei + (x2 - a2) e2 +-+ (xn - an) en) || Rk, f (x) = (fi(x), f2(x), , /fc(x)) este continua într-un punct a G D daca și numai daca fiecare dintre functiile 76 Elemente de Analiza Matematica fj : D C Rn —> R, j E{1,2, ,k} este continua în punctul a Demonstrație Afirmația rezultă din relația (a se vedea pag 42-13) |fi(x)-fi(a)| 1 f 0 din K contine cel putin un subsir (xnk)k>0 convergent catre un element din K 3 5 2 Exercițiu în spatiul (R, | |), orice interval [a,b] este multime compacta Rezolvare Orice sir (xn)n>0 din [a, b] este marginit si conform teoremei lui Cesaro (pag 28-18) contine un subsir convergent (xnk)k>0 în plus, avem a 3 5 3 Teoremă într-un spatiu metric, orice multime compacta este închisă Demonstratie Fie (S, d) un spatiu metric si K c S o multime compacta Daca a E K, atunci există in K un sir (xn)n>0 cu limn^^> xn = a Multimea K fiind compacta, sirul (xn)n>0 contine un subsir (xnk)k>0 convergent la un element din K Dar limk^^> xnk =limn^^> xn = a si prin urmare a E K Rezultă ca K C K 3 5 4 Definiție Spunem despre o multime A dintr-un spatiu metric (S, d) că este mărginită dacă exista aES si r >0 astfel încat AcBr(a) 3 5 5 Teoremă într-un spatiu metric, orice multime compacta este marginită Demonstratie Fie (S,d) un spațiu metric si K c S o multime compacta Pre-supunand ca K nu este mărginită exista un sir (xn)n>0 în K astfel încat d(xn, xk) > 1 Elemente de topologie Continuitate 77 oricare ar fi n,k G N El poate fi generat în modul următor: alegem x0 G K, apoi xi G K—Bi(x0), apoi x2 G K—(x0) UBi(xi)), apoi x3 G K—(Bi(x0) UBi(xi) UBi(x2)), etc Multimea nemărginita K nu este conținută în Bi(x0) U Bi(xi) U • • • U Bi(xn) deoarece alegand r = max{1, d(x0, xi) + 1, d(x0, x2) + 1, , d(x0, xn) + 1} avem Bi(x0)UBi(xi)U- • -UBi(xn) C Br(x0) Șirul (xn)n>0 nu conține niciun subsir convergent, ceea ce este in contradicție cu ipoteza ca A este mulțime compacta 3 5 6 Teoremă (Bolzano-Weierstrass) în spatiul Rm o mulțime este compacta daca și numai daca este închisă și mărginită Demonstrație Fie K C Rm o multime închisa si marginita Avem de aratat ca orice sir (xn)n>0 din K contine un subsir (xnk)k>0 convergent în K Multimea marginita K poate fi închisa într-un paralelipiped K C [ai, bi] x [a2, b2] x • • • x [an, bn] Utilizand metoda prezentata la pag 28-18, bazată pe divizări succesive ale paralelipipedului putem extrage din (xn)n>0 un subsir (xnk)k>0 convergent în R" Multimea închisa K conțtine limitele tuturor țsirurilor convergente cu elemente din K 3 5 7 Fie (Si,di), (S2,d2) spatii metrice si A C Si Spunem despre o funcție f: A —> S2 ca este continua daca este continua în orice punct a G A, adica dacă pentru orice a G A si orice £> 0 exista 6a > 0 astfel încat di(x«k/| =^ d2(f(x)’f(a)) ' 3 5 8 Definiție Fie (Si,di), (S2,d2) spatii metrice si A C Si Spunem despre o functie f : A —> S2 că este uniform continuă daca pentru orice e> 0 exista 6 > 0 astfel încât dkx^vRA } =^ d2(f(x),f(y)) 0 astfel încât x,y G (0,1) |x - y| 2, în contradicție cu alegerea A S— o functie continua Avem de arătat ca f este uniform continuă Presupunand contrariul, există e0 > 0 astfel încat pentru orice A > 0 exista x, y G K cu d1(x,y) e0 In particular, pentru A — n— există xn, yn G K cu d—(xn, yn) e0 Deoarece K este mulțime compacta, sirul (xn)n>1 contine un subsir convergent (xnk )k>1 cu limita a — limk^^ xnk apartinând lui K Din relatia 0 eo 3 5 12 Definiție Fie (S1,d1), (S—,d—) spatii metrice si A c S1 Spunem despre o functie f: A —> S— că este marginita daca f (A) este multime mărginită 3 5 13 Teoremă O functie continuă pe o multime compactă este mărginită Demonstrare Presupunem ca f : K c S1 —> S— nu este mărginită si fie b G S— fixat Pentru orice n GN avem f (K) C Bn(b), adica exista xn G K cu d—(b,f (xn)) > n Deoarece K este multime compactăa, sirul (xn)n>0 contine un subsir convergent (xnk)k>0 cu limita a — limk^^ xnk apartinand lui K Functia f fiind continuă în a, avem limk^^ f (xnk) — f (a), adica limk^^ d—(f (xnk, f (a)) — 0 In particular, exista N GN astfel încat d—(f (xnk, f (a)) N Relatia n; N arata ca sirul strict crescator de numere naturale (nk)k>0 este măarginit, ceea ce este imposibil 3 5 14 Teoremă Fie (S,d) spatiu metric Functiile continue f: S —> transformă multimi compacte în multimi compacte Elemente de topologie Continuitate 79 Demonstrație Fie K c S mulțime compactă Din teorema anterioara rezultă că f (K) este multime marginita Ramane sa aratam ca f (K) este închisa Fie (f (xn))n>0 un sir din f (K) convergent în Rm Avem de aratat ca limra^^> f (xn) apartine multimii f (K) Șirul (xn)n>0 din multimea compacta K contine un subsir convergent (xnk)k>0 cu limita a = limk^^> xnk apartinând lui K Deoarece f este continua în a avem limk^^> f (xnk) = f (a) si prin urmare limra^^> f (xn) = f (a) apartine multimii f (K) 3 5 15 Definiție Spunem despre o functie reală marginită f : A —> R ca își atinge marginile daca exista a, b E A astfel încat infxeA f (x) = f (a) si supx eA f (x) = f (b) 3 5 16 Teoremă O funcție reala continuă pe o mulțime compacta și atinge marginile Demonstrație Fie (S, d) un spatiu metric, K c S o multime compacta si f: K —> R o functie reală continua Conform teoremei anterioare f este marginita si prin urmare, exista numerele reale m = infxeK f (x) si M = supxeK f (x) Presupunem ca nu există a E K cu f (a) = m în acest caz m m + mM?, oricare ar fi x E K Ultima relatie este insa ân contradicție cu faptul ca m este cel mai mare minorant pentru mulțimea {f (x) | x E K} Ramane ca exista a E K cu f (a) = m Printr-un rationament similar se arată ca exista b E K cu f (b) = M 3 6 Mulțimi conexe 3 6 1 Definiție Spunem despre o functie f : I —> R definita pe un interval I c R ca are proprietatea lui Darboux daca oricare ar fi a, b E I distincte si oricare ar fi numarul A între f (a) si f (b) exista c\ între a si b astfel încât f (ca) = A 3 6 2 O functie cu proprietatea lui Darboux este o funcție care nu poate trece de la o valoare la alta faărăa a trece prin toate valorile intermediare 80 Elemente de Analiza Matematica 3 6 3 Teoremă Orice funcție f: I —> R continua pe un interval IC R are proprietatea lui Darboux Demonstrație Fie a f(b) se analizează similar) Dacă f(a) = f(b), atunci A = f(a) si alegand c\ = a avem f(c\) = A Analizam în continuare cazul f (a) A, pentru orice y E (cA,b) Fie (xn)n>0 un sir convergent din A si (yn)n>0 un sir convergent din (cA,b) astfel încat limra^^> xn = ca = limn^^> yn Deoarece f este continua în c\ si f (xn) R definita pe un interval I este strict monotona Demonstratie Presupunand ca f nu este strict monotona exista x1 f (x3) sau f (x1) > f (x2) J definite pe un interval I este continua si strict monotona Demonstratie Din propozitia anterioara rezulta ca f este strict monotonă Vom analiza cazul în are f este strict crescatoare (celalalt caz se analizeaza asemanator) Funcfia f-1: J —> I este strict crescatoare: oricare ar fi y1, y2 E J exista x1, x2 EI astfel încat y1 = f (x1) si y2 = f(x2), iar y1 0 astfel încat f (x0) = y0 si (x0 — c, x0 + c) C I Deoarece f (x0 — c) 0 astfel încat (y0 — ă, y0 + ă) C (f (x0 — c), f (x0 + c)) si prin urmare |y — y01 R, D2 n A = 0 si A n D1 n D2 = 0 Functia daca x G D1 n A daca x G D2 n A 0 1 este continua în orice punct a G A Daca a G D1 n A, atunci exista ra > 0 astfel încat Bra (a) c D1 Pentru orice e > 0 alegand ă = ra avem xGA |x - a| S2 o functie continua Avem de aratat că f (A) este multime conexa Presupunand ca f (A) nu este multime conexa exista doua multimi deschise D 1, D2 astfel 82 Elemente de Analiza Matematica încât f(A) C Di U D2, Di n f (A) = 0, D2 n f(A) = 0 și f (A) n Di A D2 = 0 Deoarece preimaginea unei multimi deschise printr-o aplicație continua este o multime deschisă (a se vedea pag 74-13), mulțimile D1 = f-i(D 1) si D2 = f-i(D2) sunt multimi deschise Dar D1 n f (A) = 0 Di n A=0 f (A) C Di u A c Di u D2 /g n f(A) = 0 D2 n A=0 f(A) n Di n D2 = 0 A n Di n D2=0 ceea ce arata ca A nu este conexă, în contradictie cu ipoteza 3 6 12 Exemple a) Imaginea y([a, ^]) = {Y(t) 11G [a, ^]} a unei functii continue Y :[a,^] Rn este multime conexa b) Cercul {(x,y) G R2 | x2 + y2 = 1} din plan este multime conexa deoarece este imaginea aplicatiei continue Y : —> R2, Y(t) = (cos t, sin t) c) Segmentul închis [a, b] = {(1 — t)a + tb | t G } care uneste două puncte a, b G R" este multime conexa deoarece este imaginea aplicatiei continue Y: —> Rn, y (t) = (1—t)a+tb 3 6 13 Propoziție Fie (S, d) un spațiu metric, AC S o mulțime conexa și f: A —> R o funcție continua Daca exista a,b G A cu f (a) f (b) R este continuă, atunci f ([a, b]) = min f(x) r >1 ' x€[a,b] max f (x) Demonstratie Functia f î§i atinge marginile si f ([a, b]) este interval 3 6 15 Propoziție O submultime nevida A C S a unui spatiu metric este conexă daca si numai dacă orice functie continua de forma f: A ^{0,1} este constantă Demonstratie 11^” Multimea nevida f(A) C {0,1} fiind conexa, singurele variante posibile sunt f (A) = {0} §i f (A) = {1} Daca A nu este conexă, atunci exista Elemente de topologie Continuitate 83 două multimi deschise D1, D2 astfel încât A c D1 U D2, A n D1 n D2 = 0 Functia neconstanta f : A -^{0,1}, Di n A = 0, D2 n A = 0 și 0 daca x 1 daca x G Di n A g D2 n A este continuă (a se vedea pag 81-9) 3 6 16 Teoremă Daca (Ai)jeJ este o familie de submulțimi conexe ale unui spațiu metric si daca QjgJAj = 0, atunci mulțimea A = UjgJAj este conexa Demonstrație Este suficient sa arătam ca orice functie continuă f: A —>{0,1} este constantă Fie a G QjgJAj fixat Restricția f |a^ : A —> {0,1} a funcției f fiind continua pe multimea conexă Aj este constantă si prin urmare avem f (x) = f (a) oricare ar fi x G Aj si oricare ar fi j G J 3 6 17 Exemple a) Linia poligonala [a, b] U [b, c] este multime conexa, oricare ar fi a,b,c G Rn b) Linia poligonala [a0, a1] U [a1, a2] U • • • U [ak 1 ,ak] este multime conexa, oricare ar fi punctele a0, a1, , ak GRn 3 6 18 Teoremă O multime deschisă nevidă D Ceste conexă dacă si numai dacă orice două puncte din A pot fi unite cu o linie poligonala continută în A Demonstrare Fie a G A fixat si fie D1 multimea tuturor punctelor x G A care pot fi unite cu a printr-o linie poligonala continuta în A Pentru fiecare x G D1 exista o linie poligonala Lx care uneste a cu x si rx > 0 astfel încât Brx (x) c A Deoarece linia poligonală Lx U [x,y] care uneste a cu y este continuta în A oricare ar fi y G Brx (x), rezulta ca Brx (x) c D1 si prin urmare D1 este multime deschisa Multimea D2 = A — D1 este si ea deschisă: dacă x G D2, atunci exista ex > 0 astfel încat B£x (x) c D2 deoarece în caz contrar a si x pot fi unite printr-o linie poligonala continută în A Daca D2 = 0, atunci A nu este conexă, ceea ce este în contradicție cu ipoteza Ramane că D2 = 0, adica A = D1 ”^” Fie a G A un punct fixat si Lx o linie poligonală continuta în A care uneste a cu x G A Multimea A este conexa deoarece fiecare linie poligonala Lx este conexa, a gQxg^Lx si A = Uxg^Lx 84 Elemente de Analiza Matematica 3 6 19 Definiție Spunem despre o submulțime A C că este o mulțime stelata dacă există un punct a E A astfel încât segmentul [a, x] = { (1—t)a+tx | t E } care unește a cu x este continut în A, oricare ar fi x E A ( a se vedea figura 3 2) Figura 3 6: Mulțime stelata 3 6 20 Propoziție Orice mulțime stelată din R" este conexă Demonstrație Fie A C o multime stelată si a E A astfel încat [a, x] C A, oricare ar fi x E A Multimea A este conexa deoarece Qx&A [a,x] = 0 si A = UxeA [a, x] 3 6 21 Definiție Spunem despre o submultime A C ca este o multime convexă dacă [x, y] C A, oricare ar fi x, y E A 3 6 22 Orice multime convexa din R" este multime stelată si deci conexa 3 6 23 Definiție Fie (S,d) spatiu metric O multime D C S deschisa si conexa este numită domeniu Capitolul 4 Funcții diferențiabile 4 1 Funcții reale de o variabilă reala 4 1 1 Definiție Spunem despre un punct a G R că este punct de acumulare pentru o multime DCR dacă oricare ar fi e>0 avem (a-e, a+e) n (D-{a}) = 0 4 1 2 Definiție Fie f : D —> R o funcție definita pe o multime D C R si a G D un punct de acumulare pentru D Spunem ca functia f este derivabilă în a daca exista Si este finita limita (numita derivata lui f în a) f'(a) = lim x^a f (x) - f (a) x — a 4 1 3 Definiție O functie f : D —> R este numita funcție derivabilă daca este derivabila în orice punct al domeniului de definiție D In acest caz, functia f': D —>R : x f '(x) este numita derivata lui f 4 1 4 In aplicabile uzuale, D este un interval sau o reuniune de intervale, iar a orice uiricl din D In loc de fVa) si fse mai scrie dl(a) si resnectiv dl sau -d- f punct ci ni -L—f ±n ioc cie f (a) s^ f se niai scne dx (a) s^ r espec tiv dx sau dx f 4 1 5 Exemple a) Functia f : R —> R, f (x) = x3 este derivabila în orice punct a G R deoarece lim f (x) - f (a) = lim ' = lim (x2 + xa + a2) = 3 a2 x^a x - a x^a x - a x^a In acest caz, f'(a) = 3 a2, oricare ar fi aGR, adica avem (x3) = 3x2 85 86 Elemente de Analiza Matematica b) Funcția f: [0, w) —— R, f (x) = ^/x este derivabilă în orice punct a E (0, w) lim f (x) - f (a) = Um = lim = -L x^a X — a x^a X — a x^a Jx + Ja 2Ja x — a In acest caz, f'(a) = 27, oricare ar fi aE (0, w), adică avem (Vx)' = 27 4 1 6 Derivatele unor functii uzuale (A se vedea http://en wikipedia org/wiki/Hyperbolic function) Funcția Derivata Domeniul Conditii f: R —— R f (x) = c f '(x) = 0 R f: R —— R f (x) = xn f '(x) = nxn-1 R n E N* f: (0, w) —— R f (x) = xa f '(x) = axa-1 (0, w) a E R f: R* —— R f (x) = 1 f/(x) = — x2 R* f: [0, w) —— R f (x) = y/x f/(x) = (0, w) f: [0, w) —— R f (x) = ț/x f'W- n V-î— (0, w) n E 2N* f: R —— R f (x) = ț/x f ' R o functie definita pe o submultime D C R și a g D un punct de acumulare pentru D Pentru orice a G D astfel încat a = a ecuatia dreptei care trece prin punctele (a, f (a)) si (a, f (a)) este x - a y - f (a) a - a f(a)-f(a) adica f (a) - f (a) y = (x-a) + f (a) a-a Daca functia f este derivabila în a atunci dreapta de ecuatie (v fig 4 1) f (a)-f (a) y = lim -(x-a) + f (a) a — a adică y = f'(a) (x-a) + f(a) este tangenta la graficul functiei f în punctul (a, f (a)) 4 1 10 Teoremă Orice funcție derivabila într-un punct este continua în acel punct Demonstrație Daca functia f: D C R —> R este derivabila în a G D atunci lim f(x) = lim(f(x)-f(a)) + f(a) = lim f(x)—lim(x-a) + f(a) = f(a) x^a x^a x^a x — a x^a 88 Elemente de Analiza Matematica 4 1 11 Definiție Fie f: D —> R o funcție definită pe o submulțime D C R și a G D un punct de acumulare pentru D n (—w, a) Spunem că funcția f este derivabila la stânga în a dacă există si este finită limita fS(a) = lim x/a f (x) - f (a) x — a numită derivata la stânga a lui f în a 4 1 12 Definiție Fie f: D —>R o functie definită pe o submultime D C R si a G D un punct de acumulare pentru D n (a, w) Spunem că functia f este derivabilă la dreapta în a dacă există si este finită limita fd(a) = lim x\a f (x) — f (a) x — a numită derivata la dreapta a lui f în a 4 1 13 Fie f : [a, b] —> R o functie Avem: ■ f este derivabilă în a f este derivabilă la dreapta în a ■ f este derivabilă în b f este derivabilă la stănga în b In primul caz avem f'(a) = fd(a) iar în al doilea caz avem f'(b) = fS(b) 4 1 14 Teoremă Fie f,g: D —> R funcții definite pe o submulțime D C R si a G D un punct de acumulare pentru D Avem: a a f derivabila in g derivabila in f derivabila in X G R f derivabila in g derivabila in f derivabila in g derivabila in g(a) = 0 f+g este derivabila in a si (f+g)/(a) = f/(a)+ g'(a) Xf este derivabila in a si (Xf),(a) = X f/(a) f g este derivabila in a si (fg),(a) = f '(a) g(a)+f (a) g(a)- f este derivabila in a si ( P1 ('(a) fl(a)~f (a) fl,(a) (a) = (g(a))2 • a a a a a Funcții diferențiabile 89 Demonstrație Avem ljm (f+9)(x)-(f+9)(a) limx^a x-a lim (Af )(x)-(Af )(a) limx^a x-a lim (f g)(x)-(f g)(a) limx^a x-a f (x)- f (a) limx^a x-a = limx^a f (x)-f(a) + limx^a g(x)-g(a) x^a x-a x^a x-a = A limx^a f(x)-f(a) x^a x-a = lim f(x)-f(a) lim n(x)+f(o) lim g(x)-g(a) = limx^a x-a limx^ag(x) 1 J (a) limx^a x-a li f (x)-f (a) (a) f (a) g(x)-g(a) 1 lllilx a x-a g(a) ■ J (a) x-a |g(x) g(a) • 4 1 15 Dacă f,g : D C R —— R sunt funcții derivabile atunci (f+g)=g'+g' (Af)' = Af (f g) = f g+fg Dacă în plus g(x) = 0, oricare ar fi x G D, atunci ( f y=f1 g-fg1 \gj g2 4 1 16 MATHEMATICA: D[f[x], x] In :=D[f[x]+g[x], x] In :=D[a f [x] , x] In : =D [f [x] g [x] , x] In : =D [f [x] /g [x] , x] — Out =f'[x]+g'[x] i—— Out =af '[x] — Out =f'[x] g[x]+f [x]g'[x] Out = - 1 J g[x] f [x] g' [x] g[x]2 4 1 17 Avem (tg x)' = sin x cos x (sin x) cos x — sin x(cos x) cos2 x cos2 x + sin2 x 1 cos2 x cos2 x 4 1 18 Teoremă Fie I — J — R funcții definite pe intervalele I,J si a GI Avem f derivabila in a 1 ( g o f este derivabila in a si g derivabila in f (a) J [ (g o f )'(a) = g'(f (a)) • f'(a) Demonstrație Functia h : J —— R h(y) = g(y)-g(f (a)) y-f (a) g'(f (a)) daca y = f(a) daca y = f(a) este continua în f (a) deoarece lim h(y)= lim g(y) — g(f(a)) y f (a) y -f (a) y — f (a) g'(f (a)) = h(f (a))- Trecand la limita în relatia g(f (x)) — g(f (a)) x—a = h(f (x)) f (x) — f (a) x—a 90 Elemente de Analiza Matematica adevărată pentru orice x a, obținem (g o fY(a) — lim g(f(x))~g(f(a)) i;m h( f (x)) f(x)-f(a) (g o f ) (a) limx^a x-a limx^a h(f (x)) x-a — lim h( f (x)) lim f(x)-f(a) — n>(f (n\\ f/(a) limx^a h(f (x)) milx^a x-a g (f (a)) f (a) 4 1 19 Dacă I ——— J -—— R sunt functii derivabile atunci dXg(J (x)) g'(f (x)) •f/(x) adica (goff — (g'of) • f 4 1 20 Exemple (sin x2) — 2 x cos x2 (sin2 x) 2 cos x sin x 2esin x2 x cos x2 2esin2x cos x sin x 4 1 21 MATHEMATICA: D[f[x], x] In :=D[g[f[x]], x] In :=D[Sin[x~2], x] In :=D[(Sin[x])*2, x] In :=D[Exp[Sin[x“2]], x] In :=D[Exp[(Sin[x])~2], x] I Out =g'[f [x]] f '[x] i—— Out =2 x Cos[x2] i—— Out =2 Cos[x] Sln[x] i—— Out =2eSln[x2] x Cos[x2] i—— Out =2eSln[x]2 Cos[x] Sln[x] 4 1 22 Definiție Fie f: D —— R o functie definita pe o multime D C R si fie a G D ■ Spunem ca a este punct de minim local al lui f daca exista e> 0 astfel încat f (a) 0 astfel încat f (a) >f (x), oricare ar fi xG (a—e, a+e)nD ■ Spunem ca a este punct de minim global al lui f daca f (a) f (x), oricare ar fi x G D ■ Spunem că a este punct de extrem local (global) al lui f daca este punct de maxim local (respectiv, global) sau punct de minim local (respectiv, global) Funcții diferențiabile 91 4 1 23 Teoremă (Fermat) Fie f: D CRR o funcție și a G D un punct de extrem O local al lui f Dacă a GD și f este derivabilă în a atunci f'(a) = 0 Demonstrație Daca a este punct de maxim local atunci exista e > 0 astfel încat (a-e,a+e) C D si f (a) > f (x), oricare ar fi x G (a—e, a+e) Rezulta relația , f (x) — f (a) f (x) — f (a) 0 R este derivabila pe intervalul (a, Ș) = 0 atunci exista f G (a, Ș) astfel încât f (Ș)—f (a) = (Ș—a) f'(f) Demonstratie F: [a, Ș\ R, F(x) = f (x) + f(j)—fx verifica conditiile din teorema lui Rolle Exista f G (a, Ș) astfel încat Fz(f) = 0, adică f (Ș) —f (a) = (Ș — a) f z(f) 4 1 26 Teorema lui Lagrange mai este numită teorema cresterilor finite 4 1 27 Teoremă (Darboux) Dacă functia f : I R definita pe un interval IC R este derivabila atunci derivata ei f': IR are proprietatea lui Darboux (pag 79-1) Demostratie Fie a, Ș G I astfel încat a R, F(x) = f (x) — Ax fiind derivabila si prin urmare continua îsi atinge marginea infe rioară m = infxg[a j] F(x) într-un punct f G [a, Ș\ Arătăm ca F(a) = m = F(Ș) Deoarece F'(a) 0 astfel încat Fz(a)+ e 0 astfel încat xG(a,a+6) =^ Fz(a) — e 1 Functiile fi, f2, •••, fk : D —> R se numesc componentele lui f 4 2 2 Definiție Fie f: D —> Rk o functie definita pe o submulțime D C R si a G D un punct de acumulare pentru D Spunem ca functia f este derivabila în a daca exista în Rk limita (numita derivata lui f în a) f '(a) = lim f ' f (a) t-—a t — a Functia f: D —> Rk este numită funcție derivabila daca este derivabilă în orice punct t G D In acest caz, funcția f': D —>Rk : t f '(t) este numita derivata lui f 4 2 3 Propoziție Fie D CR și a G D un punct de acumulare pentru D O funcție f : d —^ Rk, f (t) = (fi(t),f2(t), ,ffc (t)) este derivabila în a daca și numai daca fiecare dintre functiile fi,f2, ,ffc : D ■ R este derivabila în a și fz(a) = (fi(a), f2(a), , fk(a)) Demonstrare Afirmatia rezulta din propozitia prezentata la pag 72-14 si f»(o) = lim f ' f (a) = ( lim fi(t) fi(a), , lim fk(t) fk' t——a t — a yt——a t — a t——a t — a Funcții diferențiabile 93 4 2 4 Exemple 1) Funcția (al cărei grafic este cercul de rază 1 cu centrul în (0,0)) 7 : —> R2, 7(t) = (cos t, sin t) este o functie derivabila cu derivata 71 : —> R2, 7?(t) = (— sin t, cos t) 2) Functia (al carei grafic este segmentul care uneste a = (ai,a2) cu b = (bi,b2)) 7 : —> R2, 7(t) = (1 —t)a+tb = (ai + t(bi — ai),a2+t(b2 — a2)) este o funcfie derivabila cu derivata 7 : —> R2, 7z(t) = (bi — ai,b2 —a2) 3) Functia f : [0,1) U (1, to) —> R3, f (t) = (Vt, ln t, este derivabilă în orice punct t E (0,1) U (1, to) si derivata ei este f : (0,1) U (1, to) > R3, f'(t) = (-^=, -, z —\ J v ’ 1 v ’ 1 ’ J v t’ (t — 1)2J 4 2 5 Cu ajutorul vectorilor bazei canonice ei = (1,0, , 0), 62 = (0,1,0, , 0), efc = (0,0, , 0,1) putem scrie orice funcție f:D —>Rk, f (t) = (fi(t), f2(t), , fk(t)) sub forma f (t) = fi(t) ei + f2(t) 62 + • • • + fk(t) ek țsi avem f/(t) = fi(t) ei + f2(t) e2 + • • • + fk(t) ek 4 2 6 Exercițiu a) Daca functiile :(a, ^) —> R si f :(a, ^) —> Rk sunt derivabile atunci ăf :(u,^) —>Rk, (^f)(t)= ^(t) f (t) = (^(t) fi(t), ^(t) f2(t), , ^(t) fk(t)) este derivabilăa si (^f X = ^7 + ^f '• b) Daca functiile f, g: (a, ^) —> Rk sunt derivabile atunci dt ^f,g) = f z,g) + (f,gh) 94 Elemente de Analiza Matematica c) Dacă funcția derivabilă f :(a, ) —- Rk este astfel încât || f ||= const atunci (f ',f} = fi f + f2 f2 + + fk fk = 0 Rezolvare (cazul k = 2) Avem a) (^f )' = ((f)', (^f2)Z) = (^'fi + ăf i, V,f2 + f) = V,f + Vf' b) dt f 9) = (fi 91 + f2 92)' = fl gi + fi g'i + f2 92 + f2 g2 = (fg) + f g'> c) ||f||= const =^ (f,f) = const =^ (f',f} + {f,f'} = 0 =^ 2(f',f} =0 4 2 7 Exercițiu Daca functia f:(a,^) - M R = R4, f11(t) f12(t) f21(t) f22(t) este derivabila atunci aplicatia det f: (a,p) —- R, det f (t) = fii(t) fi2(t) f2i(t) f22(t) este derivabilă si d f 1(t) f 2(t) fl i (t) fl 2(t) fi i(t) fi 2(t) dt f2 (t) f22 (t) — f2 i (t) f22(t) + f2 i(t) f22(t) fi(t) fi2(t) 1 fi i(t) f 2(t) f2 i(t) f22(t) f2 i(t) f22(t) 4 2 8 Fie 7:D —-R3, 7(t) = (7i (t), 72 (t), 73(t)), o functie definita pe o submulfime D CR si a E D un punct de acumulare pentru D Pentru orice a E D-{a} ecuatia dreptei care trece prin punctele (7i(a),72(a),Y3(a)) si (7i (a),72(a), 73(a)) este xi - Yi(a) X2 - 72 (a) X3 - 73 (a) 7i (a) - Yi (a) 72 (a) - 72 (a) 73 (a) - 73 (a) si este echivalenta cu xi-7i(a) X2 -72 (a) X3 -73(a) 71(a)-71 (a) 72(a)-72(a) 73(a)-73(a) ' a—a a—a a—a Daca functia f este derivabilă ân a atunci dreapta de ecuatie xi-7i(a) X2 -72(a) X3 -73(0) 7i(a) 72(a) 73(a) este tangenta la imaginea functiei f în punctul (7i(a), 72(a),73(a)) Această dreapta coincide cu imaginea aplicației R —- r3 : t — (7i(a),72(a),73(a)) + t(7i(a),72(a),73(a)) Funcții diferențiabile 95 adică admite reprezentarea parametrică xi = 71(0) +1 (a) X2 = Y2(a) + R (unde n> 1) iar prin functie vectorială de mai multe variabile o functie de forma f : D C Rn —> Rk (unde n> 1, k> 1) 4 3 2 Definiție Fie f : I —> R o functie definita pe un interval IC R Spunem ca f este derivabild în punctul a GI daca exista si este finita limita f z(a) = lim x^a f (x)-f (a) x-a (4 1) numita derivata functiei f în punctul a 4 3 3 Definitia anterioara nu poate fi extinsa direct la functiile de doua variabile f : D C R2 —> R deoarece relatia 96 Elemente de Analiza Matematica f /(a1 , a2) = lim (x1;X2)^(ai,a2) f (xi,X2)-f (01,02) (xi ,X2)-(ai ,02) este fără sens, împărțirea cu vectorul (x1 — a1,x2 — a2) = (x1,x2) — (a1,a2) nefiind definită Vom arata ca relatia (4 1) poate fi pusa sub o formă care să permită extinderea ei la functii de mai multe variabile 4 3 4 Relatia (4 1) este echivalenta cu relatia lim f (x)—f (a) — /'(a) x^a x — a = 0 adicăa |f(x)—f(a)—f(a) •(x—a)l xoa |x — a| = 0 4 3 5 Daca A : R —> R este o aplicatie liniară atunci Au = A(u • 1) = u • A(1) = Xu unde X = A(1) Astfel orice aplicație liniară A : R —> R este de forma Au = Au 4 3 6 Unei functii f:I —>R derivabile în aGI i se asociază aplicația liniara A : R —> R, Au = f z(a) u numită diferențiala lui f în punctul a si notata cu df (a), adica aplicatia liniara df (a) : R —> R, df (a) u = f z(a) u 4 3 7 Definiție Spunem ca functia f : I —> R definita pe un interval IC R este diferențiabila in a GI daca există o aplicatie liniara A: R —> R astfel încat lim |f (x) — f(a) — A(x — a)| 0 x^a (4 2) |x — a| Aplicatia A este numita diferențiala l'unctiei f în punctul a si se noteaza cu df (a) 4 3 8 Propoziție Fie f: I —>R o funcție definita pe un interval I și aGI Avem: f este derivabila in a f este diferențiabila in a 4 3 9 Definiție Fie f : D —> Rk o functie definita pe o mulțime D C R" si a GD Spunem ca f este diferențiabila în a dacă exista o aplicatie liniara A: R" —> Rk Funcții diferențiabile 97 astfel încât lim II f (x) - f (a) - A(x - a) II 0 x^a (4 3) || x - a || Aplicatia A este numita diferenfiala functiei f în punctul a si se noteaza cu df (a) 4 3 10 Teoremă Daca funcția f : D —> Rk definită pe o mulțime D C R" este O diferențiabilă în punctul a GD atunci ea este continuă în a Demonstrație Obținem câ limx^a f (x) = f (a) trecând la limita în relația 0 Rk este continua (a se vedea pag 75-16) 4 3 11 Daca A : R —> Rk este o aplicație liniara atunci Au = A(u • 1) = u • A(1) = u (Ai, A2, , Xk) = (Ai u, A2 u, , Ak u) unde (A1, A2, , Ak) = A(1) Astfel orice aplicație liniara A : R —> Rk este de forma Au = (Ai u, A2 u, , Ak u) 4 3 12 Conform definiției, o funcție f : I —> Rk, f (x) = (f1(x), f2(x), , fk(x)) definita pe un interval I este diferentiabila în a G I dacă exista o aplicatie liniară A : R —> Rk, Au = (A1 u, A2 u, , Ak u) astfel încat lim II f (x) - f (a) - A(x - a) II 0 x^a (4 4) |x - a| 4 3 13 Propoziție Fie f : I —> Rk o functie definita pe un interval I si a G I Avem: f este derivabila in a f este diferentiabila in a Demonstratie (cazul k = 2) Relația (4 4), care în acest caz devine lim II (fi(x), f2(x)) - (fi(a) f2(a)) - (Ai(x - a), A2(x - a)) || 0 x^a |x - a| 98 Elemente de Analiza Matematica este echivalentă cu lim / f1(x) — f1(a) f2(x) — f2(a) mu i , \ x — a x — a x—a x—a adică (Ai,Ă2) = (f1 (a),f2(a)) 4 3 14 Dacă functia f:I —>Rk, f (x) = (f1(x), f2(x), , fk(x)) este derivabila într-un punct a EI atunci diferențiala lui f în a este df (a) : R —> Rk, df (a) u = (f1 (a) u, f2(a) u, , f'k(a) u) adica aplicatia liniara a carei matrice în raport cu bazele canonice este df (a) = / f(a) \ f2(a) \ fk(a) / 4 4 Funcții reale de mai multe variabile 4 4 1 Orice vector u = (u1,u2, ,un) ER" admite în raport cu baza canonică e1 = (1,0, , 0), e2 = (0,1,0, , 0), en = (0,0, , 0,1) reprezentarea u = u1 e1+u2 e2+ -+un en Dacă A: Rn R este aplicatie liniară atunci A(u1j u2, , un) — A(u1 e1 + u2 e2 + * * * + un en) — A1u1 + A2u2 + * * * + Anun unde A1 = Ae1, , An = Aen Astfel orice aplicatie liniara A:R" —>R este de forma A(u1, u2, , un) = A1«1 + A2u2 + • • • + Anun 4 4 2 Conform definitei, o functie f : D —> R definita pe o multime D C Rn este O diferentiabilă într-un punct a ED dacă exista o aplicatie liniară A : Rn —>• R, A(u1, u2, , un) = A1u1 + A2u2 + • • • + Anun astfel încat |f (x) — f(a) — A(x — a)| 0 x- -a || x — a || In particular, pentru x de forma x = a +1 ej avem relatia (4 5) Funcții diferențiabile 99 II tej || lim 1/(a+tej) - f (a) - A(tej)l = 0 t—Q echivalentă cu Aj = lim f (a+te>> - f (a) t——Q t 4 4 3 Definiție Fie f : D —> R o functie definită pe o multime D C R" Spunem o că f este derivabilă parțial în raport cu variabila Xj în punctul a GD dacă există și este finita limita (numita derivata parțială a lui f în raport cu Xj în a) df (a) = lim f (a+tej) - f (a) dxj( ) t—q t ’ (4 6) 4 4 4 Pentru a putea defini derivata parțiala a lui f în raport cu Xj în a nu este necesar ca a sa fie punct interior al multimii D Este suficient ca D sa contina un segment de dreapta paralel cu axa Oxj care trece prin a o 4 4 5 Propoziție Dacă f: D —>R definită pe D C Rn este diferențiabilă în a GD atunci ea este dervabilă parțial în a si diferențiala ei în a este aplicația df df df df (a):Rn —>R, df (a)(ul,u2, ,un) = (a)ui + (a)u2 + -+ (a)un adica aplicația liniara df (a): R" -R R a carei matrice în raport cu bazele canonice este df(a) = ( —(a) fiL(a) ÎL(a) df (a) ț dx1(a) dx2 (a) dxn (a) ) ■ 4 4 6 In cazul unei functii de doua variabile f: D C R2 —> R relatia (4 6) devine f (ai +t,a2) - f (ai,a2) (ai,a2) = lim dxi t—Q t df ( , (ai, a2) dx2 sau în notații alternative Df, 1 df, — (ai, a2) dy = lim t—Q f (ai,a2+t) - f (ai,a2) lim x—ai f (x,a2) - f (ai,a2) lim y—a2 x - ai f (ai,y) - f (ai,a2) y - a2 t 100 Elemente de Analiza Matematica 4 4 7 Definiție Spunem că funcția f : D — R definită pe o mulțime deschisă D C R" este o funcție derivabila parțial în raport cu Xj dacă f (a) există oricare ar fi a G D In acest caz, funcția f : D -— R : a — (a) dx j dx j se numeste derivata parțială a lui f în raport cu Xj 4 4 8 Exemplu Functia f: {(x, y) | y — 0} —R, f (x,y) = y este derivabila partial f : {(x,y) | y — 0} —R, f (x,y) — y : {(x y) | y = 0} — R (x y) — G- dy : {(x, y) 1 y = 0} — R, dy (x, y) = • 4 4 9 MATHEMATICA: D[f[x,y], x], D[f[x,y], y] In :=D[f[x,y], x] i—— Out =f(1,0)[x,y] In :=D[f[x,y], y] i—— Out =f(R1)[x,y] In :=D[x/y, x] i—— Out = 1 In :=D[x/y, y] — Out = -Gț 4 4 10 Pentru ca o funcție f: D — R definita pe o mulțime D CRn sa fie diferențiabiia o într-un punct a GD nu este suficient ca ea sa fie derivabilă partial în a Functia o f 2+y 2 daca (x, y) — (0,0) f : r2 -— r, f (x,y) — l V ’ [ 0 daca (x, y) — (0,0) necontinua în (0,0) (a se vedea pag 72-13) este derivabila partial în (0,0) df f(x,0)-f(0,0) 0 (0, 0) — lim — lim — 0 dx x^0 x x^0 x f (0,0) —lim f -f11 —lim 0—0 dy y^o y y^o y Nefiind continua în (0,0), f nu este diferentiabila în (0,0) (a se vedea pag 97-10) o 4 4 11 Teoremă Fie f: D — R o funcție definită pe o mulțime D C R" și fie a GD Dacă f este derivabilă parțial într-o vecinătate a lui a și dacă derivatele parțiale f, df sunt continue în a atunci f este diferenfiabila în a Demonstrație (Cazul n — 2) Conform ipotezei, exista r> 0 astfel încat Br(a) C D si f este derivabila partial în Br(a) Fie (xk,yk)k>0 un sir convergent din Br(a) cu limk^^(xk,yk) —(a1,a2) Avem de aratat ca Funcții diferențiabile 101 If (xk, 9k) — f (ai, a2) — f(ai, °2) (xk — ai) — dX(ai, a2) (yk — a2) | lim ' y -!■ = 0 (4 7) k V(xk — ai)2 + (yk — a2)2 Conform teoremei lui Lagrange exista Șk între xk si ai si nk între yk si a2 astfel încat f (xk, yk) — f (ai, a2) = f (xk, yk) — f (ai,yk) + f (ai, yk) — f (ai, a2) = dx(&,yk) (xk — ai) + f(ai,nk) (yk — a2) Relația (4 7) se obține trecând la limita în f (xk,Vk )-f (ai ,a2)-df (ai,a2) (xk-ai)-^ (ai,a2) (vk-a2) \ k! 7k7 J J ! / dx ^ / \ k -L 7 dy \ ± 1 0 k "'I yfxk-ai)2+(yk-a2)2 f (^k ,Vk) (xk-ai)+(ai,nk) (Vk-a2)—(ai,a2) (xk—ai)—^ (ai ,a2) (Vk~0-2) I dx '^k'&k 0 \ k -L 7 1 7 dx ' ± ' k ± 0 dy ' -1- ' o \ k "'I 0 Out =f(1,0)[x,y] g(1,0)[f[x,y],h[x,y]] +g(0,1) [f [x,y],h[x,y]] h(1’0) [x,y] In :=D[g[f[x,y],h[x,y]], y] i—— Out =fi0’1)[x,y] g(1,0)[f[x,y],h[x,y]] +g(0,1) [f [x,y],h[x,y]] h(0’ 1) [x,y] 4 4 15 Exemple a) Dacă g : R —— R este derivabilă atunci dxg (Vx2 + y2) = g/(Vx2 + y2) dyg (Vx2 + = g'Ux2 + y2) b) Daca g : R2 —— R : (u,v) — g(u, v) este diferentiabilă atunci Funcții diferențiabile 103 —a(x/t et2)- (/t et2)—+(x/t et2)2tet dty(V E e ) — du (v b, e ) 2Vt + dv (v E e ) 2te — a(X ,/t2 i y2\ — 9g f x /x2 i y2\ 1 + 9g f x ,/x2 i y2ă x dxy y ’VX + y ) — du y ’VX + y ) y + dv \y ’VX + y ) /x2+y2 — O (X ,/t2 i y2\ — 9g f x /x2 i y2\ -x + dg (x /x2 i ,,2^ r y dyy y■ \ x + y j = du\y^/x + y j F2 + dv ^y^/x + y} ^-2+y- 4 4 16 MATHEMATICA: D[g[f[t],h[t]], t], D[g[f[x,y]], x], D[g[f[x,y],h[x,y]], x] In :=D[g[Sqrt[x"2+y"2]], x] In :=D[g[Sqrt[x"2+y"2]], y] In :=D[g[Sqrt[t],Exp[t“2]], t] In :=D[g[x/y, Sqrt[x“2+y“2]], x], x] In :=D[g[x/y, Sqrt[x"2+y"2]], y] Out = x Out = g'M x2+y2] V x2+y2 y g'h/x2+y2] Vx2+y2 , x Z0,1) [ y^'x2 + y2] g(1’0)[ x,v/î2-s2 Out = - + y y g(0’1)[x^X2+^] x 9(1’0)[x,FX2+y2] Out = VX2+y2 y2 Out =2et t g(°’1)[Vt,et2] + o 4 4 17 Definiție Fie f : D C Rn R o funcție, a ED, r> 0 astfel încât Br (a) C D și w E Rn cu || w || — 1 Spunem că f este derivabila în a după versorul w dacă funcția sp : (—r, r) —> R, ^(t) — f (a+tw) este derivabila în punctul t — 0 Numârul dw 4 4 19 O aplicatie liniară A : Rn —> R este diferențiabila în orice punct a E Rn si diferențiala ei este chiar A, adica dA(a) = A In particular, functiile coordonate x1 : Rn —> R, x1(u1, u2,un)= u1 x2 : Rn —> R, x2(u1,u2, ,un)= u2 xn : Rn —> R, xn(u1,u2, ,un) = un fiind liniare avem dx1(a)= x1, dx2(a) = x2, , dxn(a) = xn, adica dx1(a)(u1, u2, , un ) = u1, dx2(a)(u1 ,u2, ,un ) = u2, , dxn(a)(u1 ,u2, ,un) si relatia (a se vedea pag 99-5) df df df df (a)(u1,u2, ,un) = (a) u + — (a) u2 h h —(a) un se mai poate scrie df df df df(a) = ——(a) dx-AaM——(a) dx2(a)+ ■■■ +——(a) dxn(a) 0x1 0x2 dxn un sau 4 4 20 df df df df = -— dx 1 + -— dx2 h -— dxn 0x1 0x2 dxn Ultima relatie poate fi scrisa simbolic sub forma / d d d \ df = v— dx1 +—-• dx2 + — dxn] f \dx1 dx2 dxn / si sugereaza introducerea operatorului de diferențiere , d , d =-— dx1 + -— dx2 h — dxn =2 — dxk dx1 dx2 dxn dxk k=1 4 4 21 In notatii alternative, în cazurile n = 2 si n = 3 avem df — —£■ dx + —£■ dy d — dx + dy df = dx dx + dy dy d = dx dx + dy dy df — dx + —£■ + dz d — dx + dy + dz df = dx dx + dy + dz dz d = dx dx + dy dy + dz dZ Funcții diferențiabile 105 4 5 Functii vectoriale de mai multe variabile 4 5 1 Dacă A:RnRk este aplicație liniară atunci A(ui,u2, ,un) = A(u1(1,0,0) + u2(0,1,0,0) + • • • + un(0,0,1)) = u1 A(1,0,0) + u2 A(0,1,0,0) + • • • + un A(0,0,1) = (aiiui + «12u2 + ' ' ' + «1nun, • • • , ak1u1 + «k2u2 + ' ' ' +aknun) unde A(1,0, , 0) = («11,«21,-,0:1), ••• , A(0, , 0,1) = («m,«2n, ,«kn) Daca în loc de vectori linie utilizam vectori coloană relatia anterioară devine u1 ( O11«1 + «12u2 + ■■■ + U1nun ă a11 «12 • • • «1n u1 «2 = «21u1 + tt22u,2 + ' ' ' + O2nura = «21 «22 • • • «2n u2 \ un J ak1u1 + ak2u2 + ••• + aknun ) \ «k1 «k2 • • • «kn / \un ) Matricea «11 «12 • • «1n «21 «22 • • «2n \ «k1 «k2 • • «kn / este matricea asociata aplicatiei liniare A în raport cu bazele canonice în Rn si Rk• 4 5 2 Conform definitei, o functie f: D —>Rk, f (X1,X2, ,Xn) = (f1(X1,X2, ,Xn),/2(X1,X2, ,Xn), ,fk(X1,X2, ,Xn)) O definită pe o multime D C Rn este diferentiabila în a GD daca exista o aplicatie liniară astfel încat A : Rn —> Rk, A u1 «11 «12 • • • «1n u1 u2 = «21 «22 • • • «2n u2 un \ «k1 «k2 • • • «kn / un lim H f (X) - f (a) - A(X - a) H x^a II X - a II 0 (4 8) 4 5 3 Propoziție Funcția f: D CRn —>Rk, f (x) = (A(x), , fk(x)), este diferen-O țiabilă în a GD daca si numai dacă toate funcțiile f1, f2, fk sunt diferențiabile în a si avem 106 Elemente de Analiza Matematica dfi, A aij = ^~(a), dXj oricare ar fi i E{1,2, ,k} j E{1,2, ,n} adică diferențiala lui f în a este aplicația liniară df (a) : Rn Rk a cărei matrice în raport cu bazele canonice este matricea Jacobi f (a) = d(fi,f2,-fk) (a) dx^ d(x1 ,x2, ,xn) In cazul n = k, determinantul D(fi,f2, ,fk) D(x-i,x2, ,xn/ este numit jacobianul lui f în a 4 5 4 Orice aplicație de clasa C1 S: [a, b] x [c, d] —> R3, (f (a) f (a) ■■■ f (a)\ f (a) f (a) - f (a) \f(a) f(a) - f(“)> f (a) f (a) - f (a) f (a) f (a) - f (a) f (a) f (a) - f (a) S(u, v) = (S1 (u, v), S2 (u, v), S3 (u, v)) cu proprietatea 1(u,v) du(u,v) \ dU (u,v) rang Yv (u,v) (u,v) dv (u,v) / = 2, oricare ar fi (u, v) E D Yu (t) = S (t,v0) = (Si(t,vo),S2 (t,v0),S3(t,v0)) Yv (t) = S (uo,t) = (Si(uo,t),S2(uo,t),S3(uo,t)) este o parametrizare a unei suprafețe S C R3 Pentru orice (uo,vo) E [a, b]x[c, d] fixat, aplicatiile Yu : [a,b] —> R3, Yv : [c, d] —> R3, reprezintă drumuri pe suprafața S Ele trec prin punctul S(uo,vo) si vectorii tangenti Tu(uo,vo) = ddtYu(uo) = (uo,vo), (uo,vo), (uo,vo)) Tv(uo,vo) = dtYv(vo) = (uo,vo), YE2(uo,vo), (uo,vo)) Funcții diferențiabile 107 determină planul tangent la S în S(uo,vo)• In particular, produsul lor vectorial N (uo ,Vo) = Tu(uo,Vo) X Tv (uo ,Vo) = (uo,vo) 7771 (uo,vo) J k (uo,vo) (uo,vo) 7772 (uo,vo) (uo,vo) (uo,vo) (uo,vo) (uo,vo) (uo,vo) 772(uo,vo) jdV(uo,vo) cu coordonatele (A(uo,vo),B(uo,vo),C(uo,vo)) definite prin relațiile 4/ x D(S2,S3)/ x D/ X D D(Si,S2)z \ A(uo, vo) = ne 3 (uo, vo), B (uo, vo)= ne 1 (uo, vo), C (uo, vo )= A 2 (uo, vo) v o o/ D(u,v) o* o'' o o D(u,v) o' o^ o* o' D(u,v) o o7 este un vector perpendicular pe planul tangent la suprafața S în punctul S(uo,vo)• (uo,vo) (uo,vo) (uo,vo) (uo,vo) k T5T(uo,vo) 7^(uo,vo) i + j + 4 5 5 Exemplu Aplicația S : X —> R3, S(0,^) =(S1(0MS2(0,HS3 (^)) = (xo + R sin 0 cos yo + R sin 0 sin zo + R cos 0) reprezinta o parametrizare a sferei de rază R si centru (xo,yo,zo)• 4 5 6 Știm ca tangenta la graficul unui drum de clasa C1 7: D —> R3, Y(t) = (Y1 (t),Y2 (t),Y3 (t)) într-un punct y(îo) cu Yz(to) =0 este imaginea aplicației R —>R3 : a 7(to)+»7/(to) 108 Elemente de Analiza Matematica adică R —> R3 : a (Y1 (to),Y2 R3, S(u, v) = (Si (u, v), S2 (u, v), S3(u, v)) într-un punct S(uo,vo) coincide cu imaginea aplicatiei R2 —> R3 : (a, fi) S(uo, vo) + dS(uo, vo) (a, fi) adica (uo,vo) (uo,vo) v (uo,vo) / \ / Si(uo, vo) \ R2 —R3 : ( o ) I S2(uo, vo) I + S3 (uo, vo) (uo,vo) \ (uo ,vo) / Si admite reprezentarea parametrica x = Si(uo,vo) + jdu(uo,vo) a + (uo, vo) fi y = S2(uo,vo) + (uo,vo) a + fițVr(uo,vo) fi z = S3(uo,vo) + (uo,vo) a + (uo,vo) fi Funcții diferențiabile 109 Eliminând parametrii a și Ș rezultă ecuația planului tangent în S(uo,vo) A(uo ,vo) (x - Si (uo, vo))+B (u0,v0) (y - S2 (uo, vo)) +C (u0,v0) (z - S3(u0, vo)) = 0 4 6 Derivate parțiale de ordin superior 4 6 1 Definiție Fie f: D C R -4-R o functie derivabila în vecinatatea (a—E,a+e) OD a unui punct a G D Spunem ca f este derivabila de două ori în a dacă f' : (a—e, a+e) O D —> R este derivabilă în a Numarul f"(a) = (f)'(a) = lim f'(x) — f'(a) ■X -a x — a se numește derivata a doua a lui f în a 4 6 2 Definiție Fie f: D C R R o functie derivabila Spunem că f este o funcție derivabila de doua ori dacă f este derivabilă în orice punct din D In acest caz, aplicafia D —>R : af"(a) se numeste derivata a doua a lui f si se notează cu f" 4 6 3 In unele situatii este avantajoasa utilizarea notatiilor alternative f (o) = f f (i) = f = f / f (2) = d2f = f u dnf = f (n) J J dx J J dx2 J dxn J ’ 4 6 4 Definiție Fie f : D C R —> R o functie derivabilă de n — 1 ori si a G D Spunem ca f este derivabilă de n ori în a daca f(n-1): D —> R este derivabila în a Număarul x-a f(n)(a) = (f(n-1))/(a) = lim f" 1)(x) f1)(a) x^a se numeste derivata de ordinul n a lui f în a 4 6 5 Definiție ■ Spunem ca f: D C R —> R este o funcție de clasa Cn în D si scriem f G Cn(D) daca f este derivabila de n ori si f(n): D —> R este continua 110 Elemente de Analiza Matematica ■ Spunem că f: D C R —— R este o funcție de clasă C— în D și scriem f e C-(D) dacă f este indefinit derivabila, adică este derivabilă de n ori, oricare ar fi n e N 4 6 6 Exemple (xk)' = kxk~1 (xk)" = k(k — 1) xk-2 (xk )(3) = k(k — 1)(k — 2) xk-3 x- x4 (sin x) = cos x (sin x)" = — sin x (sin x)(3) = — cos x i 1 2 1 \ (3) , x3 6 4 6 7 MATHEMATICA: D[f[x], {x,n}] In :=D In :=D In :=D Out =- -2 Out = -3 °ill|3| - -64 In :=D[Sin[x], x] In :=D[Sin[x], {x,2}] In :=D[Sin[x], {x,3}] Out =Cos[x] Out =-Sin[x] Out =-Cos[x] 4 6 8 Propoziție Dacă funcțiile f,g: D C R —— R sunt derivabile de n ori și X e R atunci funcțiile f+g, Xf și fg sunt derivabile de n ori și (f+g)(n) = f(n) + g(n), (Xf )(n) = Xf(n), n (fg)(n)=£c£ f(n-k) g(k) k=0 adica (fg)(n) =C2 f(n) g(0) +Ci f(n-1) g(1) + ■■■ +Cn-i f(1) g(n-1) + Cn f(0) g(n) 4 6 9 MATHEMATICA: D[f[x], {x,n}] In :=D[f[x] g[x], x] — Out =g[x] f '[x]+f [x] g'[x] In :=D[f[x] g[x], {x,2}] — Out =2f'[x]g'[x]+g[x] f"[x]+f [x]g"[x] In :=D[f[x] g[x], {x,3}] 1—— Out =3 g'[x] f"[x]+3 f'[x] g"[x]+g[x] f(3) [x]+f [x] g(3) [x] 4 6 10 Exemple (xf (x))(n) =Cn-1 f (n-1)(x) + Cy xf(n)(x) = nf(n-1)(x)+ xf (n)(x) (x2f (x))(n) = 2Cy-2f(n-2) (x)+2Cy-1xf(n-1) (x) + C>2f(n) (x) = n(n — 1)f(n-1) (x)+2nxf(n-1) (x) + x2f(n) (x) 4 6 11 MATHEMATICA: D[x*k f[x], {x,n}] In :=D[x“2 f[x] , x] 1—— Out =2xf [x]+x2 f'[x] In :=D[x“2 f[x], {x,2}] 1—— Out =2 f [x]+4x f'[x]+x2 f"[x] In :=D[x“2 f[x], {x,3}] 1—— Out =6 f/[x]+6xf"[x]+x2 f(3) [x] Funcții diferențiabile 111 4 6 12 Definiție Fie f: D C R" ——R este o funcție definită pe o mulțime D C Rn O derivabilă parțial într-o vecinătate Br(a) C D a unui punct a GD- Dacă derivatele parțtiale : Br (a) -— R dxk sunt derivabile partial în a, derivatele lor partiale d2f dxj dxk d ț'dfX (a) = dXjjj (a) se numesc derivatele parțiale de ordinul al doilea ale lui f în a 4 6 13 Derivatele partiale de ordin mai înalt se pot defini asemanator d3 f ,) = d / d2f dxi dxj dxk dxi \ dxj dxk (a), etc 4 6 14 In cazul unei funcții f: D C R2 — R se pot defini derivatele de ordinul doi d2f d (df A d2f d (df ă dx2 dx ydx J dx dy dx \dy J d2f ff (df\ d2f d fdf\ dy dx dy \dx ] dy2 dy \ dy J 4 6 15 Exemplu Funcția f : R2 —— R, f (x,y) = ex2+y2 admite derivate parțiale de orice ordin țsi 3^ (x,y) = & ex2+y2 = 2ex2+y2 + 4x2ex2+y2 dx2 \ ‘ & / dx2 ț? (x,y) = d2 ex2+y2 = dy2 e = 2ex2 +y2 + 4y2ex2 +y2 A (x,y) = tftt ex2+y2 = 4xy ex2+y2 dx dy' > dxdy y df (x,y) = tttt ex2+y2 = 4xy ex2+y2 dy dx ' J ' dydx y 4 6 16 MATHEMATICA: D[f[x,y], {x,2}] D[f[x,y], x,y] In :=D[Exp[x“2 + y*2], {x, 2}] In :=D[Exp[x“2 + y*2], {y, 2}] In :=D[Exp[x“2 + y*2], x, y] In :=D[Exp[x“2 + y*2], y, x] 22 22 i—> Out =2ex +y +4ex +y x2 Out =2ex2+y2 +4ex2+y2 y2 22 i—— Out =4ex +y xy 22 i—— Out =4ex +y xy 4 6 17 Functia f : R2 —— R, f (x,y) xy(x2 —y2) x2+y daca (x,y) = (0,0) daca (x, y) = (0, 0) 0 112 Elemente de Analiza Matematica este derivabilă parțial și df ( y(x4-y4+4x2y2) dăcă (x „w (0 0) (x y) = 0 un sir din Br(a) cu limn^^(xn, yn) = (a1,a2) și (xn,yn) = (a1,a2), oricare ar fi n E N Functiile Vn (x) = f (x,yn) — f (x,a2) 'My') = f (xn,y) — f (ai,y) verifica conditiile din teorema lui Lagrange (pag 91-25) si relatia Vn (xn) — Vn(ai) = 'n(yn) — 'n(a2)• Rezulta că exista an între xn si ai si exista fin între yn si a2 astfel încât Vn(an )(xn — ai) = 'n (fin )(yn — a2) pn : (ai — r, ai + r) —> R, 'n : (a2 — r, a2+r) —> R, adica i j df\ fi df df ă I df (an,yn) — df (an, a2 (xn — ai ) = I (xn, fin ) — (ai,fin)J (yn — a2 )• Din teorema lui Lagrange rezulta ca exista fn între xn si ai si yn între yn si a2 încat d2 f d2 f dy dx (an, yn] (yn — a2)(xn — ai) = Qy (^'n’ fin) (xn — ai)(yn — a2) adicăa Funcții diferențiabile 113 f(a n ) = J2L(c P ) dydx ( n,nn) dxdy Pn)' Derivatele parțiale mixte fiind continue în (0,0), din relația anterioară rezultă d2f (a a ) lim dL (a n ) lim dL (c P ) d2f (a a ) -—T?-(a1,a2) = l'm -—— (an,Vn) = lim V;—~(Qn,Pn)=n—(a1,a2)-dx dy dy dx n^ R este derivabilă în intervalul (a, fi) — 0 atunci exista f E (a, fi) astfel încat (a se vedea teorema lui Lagrange (pag 91-25)) f (fi) - f (a) = f/(f) (fi - a) adica astfel încat f (fi) = f (a) + df (f) (fi - a) 4 7 3 Teoremă Daca f: D —>R este o funcție diferențiabila definita pe o mulțime deschisa D c Rn atunci oricare ar fi punctele a,x E D exista f aparținând segmentului [a, x] = {a+t(x-a) | t E } astfel încat f (x) = f (a) + df (f) (x - a) Demonstrație Functia continua : —> R, ^>(t) = f (a+t(x - a)') este derivabila în intervalul (0,1) Conform teoremei lui Lagrange exista t0 E (0,1) astfel încat ^(1) - ^(0) = ip'fto) adicăa df df f (x)-f (a) = — (a+to(x - a)) (xi - ai) - — (a+to(x-a)) (xn - an) Punand f = a+t0(x-a), ultima relație devine d f d f f (x)- f (a) = (f) (xi -ai)+ • • • + (f) (xn-an)= df (f) (x - a) 4 7 4 Definiție Fie D C Rn o multime deschisa si f E Ck(D) Prin diferențiala de ordinul k a lui f în punctul a E D se întelege aplicatia dk dkf (a) : Rn —> R, dkf (a) (u) = f (a+tu)|t=o- 116 Elemente de Analiza Matematica 4 7 5 Dacă D C R2 este mulțime deschisă și f GC3(D) atunci (vezi pag 104-21) df (a): R2 R, df (a) u = r (a) ui + r (a) u2 d2f (a): R2 R, d2 f (a) u = (a) u21 +2 (a) ui U2 + (a) u2 d3f (a): R2 R, d3 f (a) u = (a) ui+3 (a) u2 u2+3 (a) ui u2 +(a) u3 oricare ar fi a G D si u = (ui,u2) G R2, adică formal avem df = r dx + r du = (— dx + — d^ f df = dx dX + dy dy = \dx dx + dy dyJ f d2f = £2 dx2+ 2 Sy dxdu+ dy2 du2 = (d!Xdx + Xy du) f d3f = O dx3+3ăX% dx2 du+3dx du2+H du3 = (dxdx+Xy du) f- d d 4 7 6 Se poate arata că în cazul unei functii f : D C Rn —> R de clasa Ck avem / d d d \k dkf = I n— dxi + -— dx2 + + -r— dxn] f \OX1 " " dxn dx2 4 7 7 Deoarece k (ai+a2)k = Ck j=0 k ai (ai + a2 + a3)k j1+j2+j3 = k j aj = k! a2 ^2^ ji! j2! j1+j2=^i 32 ai1 j a33 Ji!j2!j3! i 2 3 ai1 ajf k! (ai + a2 + • • • + an)k — / 71+72 + -+7"=k ji ! j2! -jn! în cazul unei functii f : D C Rn —> R de clasă Ck avem dk f (O)(u)= £ k! d f j1+j2+ +jn=k ai1 odf • • • af" , , , -— : : (a) ui1 u2f • • • uf" ji! j2! jn! dx3f dxj22 dxf" 4 8 Dezvoltări Taylor 4 8 1 Definiție Spunem despre o funcție f : D C R —> R ca este de clasa Ck si scriem f G Ck(D) dacă f este derivabila de k ori în orice punct a G D si aplicatia f(k) : D —> R este continua Funcții diferențiabile 117 4 8 2 Teoremă (Taylor) Daca f : (a, fi) —> R este o funcție de clasa Ck+1 atunci pentru orice a, x E (a, fi) cu x — a exista f între a si x astfel încât f (X)= f (a) + (x a)i f "(a) (x-a)2 + + f (k) (a) (x-n)k + f (fe+1)(g) (x a)k+1 f (x)—f (a)+ 1! (x a)+ 2! (x a) + + k! (x a) + (k—1)! (x a) ' Demonstrare In cazul a R, h(t) — f (x) — f (t) — f (t) (x — t) — f—(x — t)2 — ■■■ — f—(x — t)k — (x — t)k—1 h(t) — f (x) f (t) 1! (x + 2! (x k! (x (k—1)! (x cu constanta 6 alesa astfel încat h(a) — 0, este derivabila pe intervalul (a, x) și h(x) —0 Conform teoremei lui Rolle exista f între a si x astfel încat h'(f) — 0, adica f/(f) (x f) + m f(3)(?) (x f)2 + 2(x f) f (f) 1! (x f) + 1! 2! (x f) ' 2! 2(x f) (x f)k + ' k(x + (k+y(k + 1)(x f)k — 0 Dupa reducerea termenilor râmane 6 — f(k+1)(f) Cazul a>x este similar 4 8 3 Teoremă (Taylor) Daca functia f : D C R" —> R ca este de clasa Ck+1 O ântr-o vecinătate Br (a) C D a unui punct a ED atunci pentru orice x E Br(a) exista pe segmentul care uneste a cu x un punct c astfel încat f (x) — f (a) + ȚȚ df (a) (x a) + 2Ț d2f (a) (x a) + • • • (4 9) +k! dkf (a) (x a) + (k—Ț)Ț dk+1f (c) (x a)- Demonstrație Daca x E Br (a) atunci || x a || R, F(t) — f(a+t(x a)) este de clasa Ck Conform teoremei precedente exista f E (0,1) astfel încat F (1) — F (0) + F-R- + F X + • • • + F (fe)(°) + F (fe+1)(?) F (1)— F (0)+ 1! + 2! + + k! + (k+1)! adicăa J (x) — J (a) + ȚȚ dtf (a + t(x a))l—=° + 2Td—2 f (a + t(x a))l—=° + ' ' ' +feȚd—k J (a + t(x a))|t=° + (k+1)T dTk+T J (a +t(x a))lt=? • Ultima relație coincide pentru c — a+f(x a) cu (4 9) deoarece dk+1 dk+1 f(a+t(x a))\t=? — -țf(a+f(x a)+ t(x a))|—=° — dk+1f (c) (x a) 4 8 4 In cazul unei functii f : D C R2 —> R de clasa C2 relatia (4 9) devine 1 / z-) # O f \ f (x, y) — f(aȚ, a2) + A #(aȚ, a2)(x aȚ) + (aȚ, a2)(y a2) +Ț (cî,c2)(x aî)2+2dxdy(cî,c2)(x aî)(y a2)+(cî,c2)(y a2)2) 118 Elemente de Analiza Matematica iar în cazul unei funcții f : D C R3 —> R de clasă C2 relația (4 9) devine f (x,y,z) = f (01,02,03) +Ti (ai’a2,03)(x-01) + f(01,02,03)(y-02) + f (01,02,03)(z-03)} +1 (S(C1, C2, C3)(x-01)2+ lyr(C1,C2, Gs)(y-02)2+(C1,C2, C3)(z-03)2 +2 & (c1,c2 ,c3)(x - 01)(y - 02) +2 dydz (c1,c2, c3)(y - 02)(z - 03) +2dzdx(C1,32,C3)(z-03)(x-01)) 4 9 Extremele funcțiilor de mai multe variabile 4 9 1 Propoziție Fie f: I —>R o funcție derivabilă definită pe un interval ICR Avem: a) Dacă f' > 0 atunci funcția f este strict crescătoare b) Daca f' 0 atunci: x f (y) 4 9 2 Definiție Fie f: D —> R o functie definita pe o multime D CRn si fie 0 G D ■ Spunem ca 0 este punct de minim local al lui f daca exista O 0 astfel încat f (0) f (x), oricare ar fi x G Be(0)FlD ■ Spunem ca 0 este punct de minim global al lui f daca f (0) f (x), oricare ar fi x G D ■ Spunem ca 0 este punct de extrem local (global) al lui f daca este punct de maxim local (respectiv, global) sau punct de minim local (respectiv, global) Funcții diferențiabile 119 4 9 3 Fie f : D C R R o funcție și a G D un punct de extrem local al lui f Dacă O aGD și f este derivabila în a atunci știm că f'(a)=0 (a se vedea pag 91-23) O 4 9 4 Definiție Fie f : D C R" —> R o functie și a GD un punct în care f este diferentiabila Spunem că a este punct staționar (sau punct critic) al lui f daca f (a)=0, 9x, oricare ar fi j G {1,2, , n} 4 9 5 Teoremă Fie f: D C Rn —>R o functie Orice punct de extrem local din interiorul lui D în care functia este diferentiabila este punct stationar O Demonstratie (Cazul n = 2) Fie a GD un punct de extrem în care f este diferentiabilă si r> 0 cu Br (a) C D Deoarece ai este punct de extrem pentru functia derivabilă Ri : (ai - r,ai + r) —> R, ^i(t) = f (t,a2) din teorema lui Fermat ( a se vedea pag 91-23) rezultă ca /i(ai) = 0 si avem df (a) = lim f >a2) =lim ri(t)-ri am )=0 dx-1(a) = milt -a t-a1 uni/ t-a1 = ^i(ai) = 0 Similar, a2 fiind punct de extrem pentru funcția derivabila p2 : (a2 - r,a2 + r) —> R, i(t) = f (ai,t) din teorema lui Fermat rezultăa df (a) = lim f (ai ,t)-f (ai ,a2) = lim r2(t)-r2 (a2) = / ( )=0 dx2 (a) = limt-a2 t-a2 = limt-a2 t-a2 = 2(a2) = 0 4 9 6 Propoziție Fie f: D CR —>R o functie de clasă C2 într-o vecinătate O (a — r,a + r) C D a unui punct stationar a GD Avem: ■ Daca f "(a) 0 atunci a este punct de minim Demonstratie In cazul f"(a) = 0 derivata a doua f" pastreaza acelasi semn pe o vecinatate (a — e,a + e) C (a — r,a + r) a lui a Pentru orice x G (a — e,a + e) exista f între a si x astfel încat f (x) — f (a) — ——(x — a)2 j(x) j(a) = 2j (x a) 4 9 7 Teoremă Fie f: D C R —>R o functie de clasă Ck într-o vecinatate O (a — r,a + r) C D a unui punct a GD cu proprietatile f'(a) = 0, f"(a)=0, , f(k-i)(a)=0, f(k)(a)=0 120 Elemente de Analiza Matematica Avem: ■ Daca k este par atunci a este punct de extrem : -Daca f (k)(a) 0 atunci a este punct de minim ■ Daca k este impar atunci a nu este punct de extrem Demonstrație Derivata f(k) pastreaza acelasi semn pe o vecinătate (a — e, a + e) C (a — r,a + r) a lui a Pentru orice x G (a — e,a + e) există ț între a si x astfel încat f (x) — f (a) = f (x — a)k• Daca k este impar atunci (x — a)k 0 pentru x>a 4 9 8 Daca functia f: D C Rn —> R este de clasă C2 într-o vecinatate Br(a) a unui O punct staționar a GD atunci pentru orice x G Br(a) exista c pe segmentul care uneste a cu x astfel încat f (x)-f (a) = 2] d2(f )(c) (x - a)- 4 9 9 Daca funcția f: D C Rn —> R este de clasă C2 într-o vecinatate Br (a) C D a O unui punct a GD atunci g : Rn x Rn —> R, este o forma biliniara simetrica dinul doi n df 2 g(u’”)= E ' uVk j,k=1 j k Forma pătratică asociata este diferențiala de or- d2f (a) : Rn R, Matricea acestei forme pătratice n df 2 d2f(a)(u)= ^2 9x 9x (a)uuk• j,k=i j k în raport cu baza canonica este matricea f (a) df2 (a) dx1dx2(a) dx-1 dxn (a) df2 (a) dx2 dx1 (a) f(a) ■■ • df2 (a) dx2 dxn (a) df 2 (a) dxn dxi ( ) df 2 (a) dxn dx2 ( ) • f (“) , uxn / numita hessiana lui f în a (dupa numele matematicianului O Hesse, 1811-1874) Funcții diferențiabile 121 4 9 10 Definiție Spunem despre o formă patratică n Q : Rn —> R, Q(u) 9jk uj uk j,k=1 ca este pozitiv definita ( respectiv, negativ definită ) daca Q(u) > 0 (respectiv, Q(u) R, Q(u1, u2) = au2 +2fiu1u2+yu2 cu matricea asociata (a fi \ fi Y J este pozitiv (respectiv, negativ) definita daca valorile proprii a + y ± Vă^ + lfi2—^ot+t2 A1’2 = 2 - sunt pozitive (respectiv, negative) b) Forma pătratica Q:R3 —>R, Q(u1, u2, u3) = 2u1u2+2u2u3+2u3u1 nu este nici pozitiv definita, nici negativ definita deoarece matricea asociata 122 Elemente de Analiza Matematica 0 1 1 1 0 1 1 1 0 are valorile proprii Ai =2, A2 = —1 și A3 = — 1 4 9 13 MATHEMATICA: Eigenvalues[{{a, b}, {b, c}} In :=Eigenvalues[{{a, b}, {b, c}}] Out ={ 2 (a+c— V a2 +4b2 —2ac+c2), 1 (a+c+V a2 +4b2 —2ac+c2) } In :=Eigenvalues[{{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}}] Out ={2,—1,—1} 4 9 14 Teoremă Fie f: D C R" —> R o funcție de clasa C2 într-o vecinatate Br(a) O a unui punct staționar aGD- Avem: ■ Daca d2f (a) este pozitiv definita atunci a este punct de minim ■ Daca d2f (a) este negativ definita atunci a este punct de maxim ■ Daca d2f (a) =0 nu este nici pozitiv nici negativ definita atunci a nu este punct de extrem Demonstratie Daca d2f (a) este pozitiv definita atunci avem m = min d2 f (a) (u) > 0 M=1 2! deoarece functia continua R" —> R : u d2f (a) (u) este marginita pe multimea compacta {u G R" | || u ||=1} si î§i atinge marginile Pentru orice punct x G Br(a) exista un punct c pe segmentul ce uneste a cu x astfel încat "■ d 2 f ■ j '—“)(xk — j,k=1 J 1 1 n f (x) — f (a) = 2 df (c)(x—a) = 2 Y Ultima relație se poate scrie sub forma f (x) — f (a)4 d f (a) X “ , || x — a ||2 +w(x — a) || x — a ||2 ||x — a || / unde u(x—a) = - v (-f(c) — MAL-(a)) 2 \ dxj dxk dxj dxk / j,k =1 (xj aj ~)(xk ak) x Deoarece funcția f este de clasa C2 în Br(a) si Funcții diferențiabile 123 1 n x(x-a)| |m - y] II x - a ||2> 0 dxj dxk (c) dxj dxk (a) 1 j2^/ \ / x-a — d2f(a) 7 -7 2! 1 Vil x-a II Celelalte afirmatii pot fi justificate asemanator f (x)-f (a) = 4 9 15 Pentru a obține informații privind punctele de extrem ale unei functii de clasă C2 f: D C Rn R determinam punctele stationare (critice) rezolvand sistemul ( &(a) = 0 l f (a) = 0 Apoi pentru fiecare punct staționar a gasit studiem forma patratica d2f (a): Rn —>R Matricea asociata acestei forme în raport cu o baza a lui Rn depinde de baza aleasă 4 9 16 Teoremă (Jacobi) Fie Q : Rn —> R o forma patratica și fie / gii 921 912 922 g1n 92n gn2 ' ' ' gnn / {e1 ,e2, ,,en } a spațiului Rn Daca \ gn1 matricea ei în raport cu o baza B = —1 = 911 = 0 —2 = A„ 911 912 =0 921 922 911 912 ' ' ' 91n 921 922 ' • • 92n 9n1 9n2 ■ ■■ 9nn = 0 atunci exista o baza B' = {e1, e2,, e’n} în raport cu care Q are expresia Q(x) = — x12 + — x12 + ■ ■ ■ + —n~1 x' 2 Q(x) a x1 + A x2 + + a xn 1 2 n unde x = x1e1 +x2e2 + • • • + xnen = x1e1 Tx^e^ + • • • + xnen 124 Elemente de Analiza Matematica 4 9 17 Dacă Ai >0, A2 >0, , An>0 atunci Q este pozitiv definită Dacă Ai 0, A3 0 atunci Q este negativ definită 4 9 18 Propoziție Fie f: D C R2 —>R o funcție diferențiabilă și a E D un punct staționar Dacă f este de clasa C2 într-o vecinătate Br(a) a lui a atunci: D A2 = £2(a) df (a)— (df ( 0 — Daca Ai = (a) > 0 — Daca Ai = (a) R, f (x, y) = x3 — y3 + 3xy + 1 Rezolvarea 1 Rezolvând sistemul J f(ai,a2)=3a2 + 3a2 = 0 I dy (ai, ^2) = —3a2 + 3ai = 0 obțtinem punctele stațtionare (0, 0) țsi (1, —1) Punctul a = (0, 0) nu este punct de extrem deoarece matricea t &(° 0) • (° 0) d = t 0 3 \ ' (0 0) df 0 si =g u - «=« > o 126 Elemente de Analiza Matematica 4 10 Teorema funcțiilor implicite 4 10 1 Fie funcția F : R2 —> R, F(x,y) = x2 +y2 — 1 Mulțimea C = { (x,y) | F(x,y)=0} = { (x,y) | x2 +y2 = 1} nu reprezintă graficul unei funcții de forma f : (a, fi) —> R deoarece la anumite valori ale lui x corespund doua valori ale lui y x2 + y2 —1 = 0 =^ y = ±/1—x2, oricare ar fi xG [—1,1] Totusi, pentru orice punct (a, b) G C diferit de punctele (1,0) si (—1,0) există e > 0, 5 > 0 astfel încat ((a — e, a + e) x (b — 5, b + 5)) n C este graficul unei functii f :(a—e, a+e) —>(b—5, b+5) cu proprietare f (a) = b si F(x, f (x))=0 (v fig 4 5) Spunem ca f este o funcție definita implicit de ecuatia F(x,y) = 0 4 10 2 Punctele în jurul carora o curba de forma {(x,y) | F(x, y) =0 } definita de o functie F: D C R2 R de clasa C1 nu reprezinta graficul unei funcții f : (a, fi) R sunt cele în care tangenta la curba este paralela cu Oy (normala paralela cu Ox) 4 10 3 Fie F: D C R2 R o functie de clasa C1 si (a, b) G D astfel încat F(a, b) = 0 si dF(a, b) = 0 Daca (—e, e) D: t(^(t), fi(t)) este un drum de clasă C1 astfel încât ( 0, ă>0 astfel încât (a—e,a+e) x (b—ă, b+ă) CD si există o functie f: (a—e, a+e) —> (b—ă, b+ă) cu proprietătile: 1) 2) 3) f (a) = b F(x,f (x)) = 0, oricare ar fi x E (a—e, a+e) functia f este de clasă C1 si f '(x) dx(x,f (x)) dy(x,f (x))' Demonstrație Consideram cazul dy(a, b) > 0 Functia f fiind de clasa C1 în D, exista r > 0, ă> 0 astfel încat ^y (x, y) > 0, oricare ar fi (x, y) E (a—r, a+r) x [b—ă, b+ă] Deoarece ^y(a, y) > 0 si F(a, b) =0 rezulta că F(a, b—ă) 0 Functia F fiind continuă, rezulta ca exista e E (0, r) astfel încat F(x, b—ă) 0 oricare ar fi x E (a—e,a+e) Pentru orice x E (a—e,a+e) functia continua [b—ă, b+ă] —> R : y ■ > F(x, y) este crescătoare și F(x, b—ă) 0 Rezulta că exista yx E (b—ă, b+ă) astfel încat F(x,yx) = 0 Functia f :(a—e,a+e) —> (b—ă,b+ă), f (x) = yx îndeplineste conditiile f (a) = b F(x, f (x)) = 0, oricare ar fi x E (a — e, a+e) Fie x0 E (a — e, a + e) fixat Oricare ar fi x E (a — e,a + e) diferit de x0 există Xn) pe 128 Elemente de Analiza Matematica segmentul ce unește (xo, f (xo)) cu (x, f (x)) astfel încât (a se vedea pag 115-3) dF dF F(x,f(x)) - F(xo,f(xo)) = (£’ n)(x - xo) + (^’ n)(f (x) - f(xo))- Deoarece F(x, f (x)) = F(xo, f (xo)) =0 obtinem f/fx ) lim f(x) - f(xo) lim 1 ( 0 poate fi analizat asemănător 4 10 5 Teoremă Fie F: D C Rn x Rk —> Rk: (x, y) F(x,y) o funcție de clasă C1 definită pe o mulțime deschisă D Dacă (a, b) G D este astfel încât F (a, b) = 0 si -— (a, b) = 0 D(yi,y2, -,yk) atunci există £> 0, b> 0 astfel âncăt Be(a) x (b) C D si există o functie f: Be(a) —> B (x) = — id (x f(x))Ț18(Fi■-■Ft>(x f(x)) 8(X1, ,X„)W 1 (xl7 d(x1 , ,x„>,x•f (x»- 4 10 6 In cazul n = k = 2 relația anterioara devine (f (x) f (x) V [df (x, f (x)) df (x, f (x))\ "7dFi(x, f (x)) dri(x, f (x))^ 12(x,f(x)) 12(x,f(x)J vin(x,f(x)) 3x2(x,f(x)) \f (x) f (x)l \ax^ ’ dr2 v si este echivalenta cu f W = H(x,f(x)) (x,f(x)) dr2(x,f(x)) dy2(x,f (x)) d| (x,f(x)) d| (x,f(x)) df2(x,f (x)) df2(x,f (x)) T— (x) = dxi dl(x,f (x)) H(x,f (x)) jf2(x,f (x)) H(x,f (x)) dy1 (x,f(x)) d|(x,f(x)) ff2(x,f(x)) d|(x,f(x)) D F (x f (x)) D(xiy) (x’f (x)) DH) (x’f (x)) DFSt (x,f (x)) (x,f (x)) Funcții diferențiabile 129 4 11 Teorema de inversiune locală 4 11 1 Teoremă Dacă functia continuă si bijectivd f: I J definita pe un interval I este derivabila în a GI și daca f z(a)=0 atunci functia inversa f-1: J —> I este derivabila în punctul b = f (a) și (f-i)/(f(a)) = fa adica (f-1)/(b) = f/(f-i(b)) • Demonstratie Functia f-1 fiind continuă (a se vedea pag 80-5) avem iim f~1(y)-f-1 (b) iim f~1(y)-f-1 (b) limy^b y-b = llmy -b f (f-1 (y))-f (f-1 (b)) = li111-, -b f (f-1(y))-f (f-1(b)) — f (f-1(b)) ■ f-1(y)-f-1(b) y-b 1 4 11 2 Fie f:I —>R o functie derivabila definita pe un interval I cu f'(x) =0, oricare ar fi x GI Functia f' având proprietatea lui Darboux (pag 91-27) pastrează semn constant pe I si prin urmare, f este strict monotonă Functia f : I —> f (I) este bijectiva si pentru orice y G f (I) avem (/-1)'(y) = TfW 4 11 3 Dacă functia bijectiva f: I J si inversa ei sunt derivabile atunci d f-1(f (x))= x (f-1)'(f (x)) f'(x) = 1 oricare ar fi x GI Din aceasta relație rezulta (f-1)/(f(x)) = daca f/(x) = 0 4 11 4 Exemple a) Inversa funcției bijective sin: [—, |] [-1,1] este arcsin: [-1,1] [—Ș, f] si d dx arcsin(sin x) = x Pentru orice x G (—Ș, f) avem (arcsin)7 (sin x) = V 1 — sin2 x (arcsin)/(sin x) cos x = 1 adica (arcsin t) = 130 Elemente de Analiza Matematica b) Inversa funcției bijective tg: (—>R este arctg:R —> (—si (arctg)'(tg x) = 1 cos2 x arctg(tg x) = x relație din care rezultă (arctg)'(tg x) =cos2 x d dx 1 1 +tg2x adica (arctg t) = —• 1+12 c) Inversa functiei bijective R —> (0, to) : x ex este ln:(0, to) —> R si d ln(ex)= x =^ (ln)' (ex )ex = 1 relatie din care rezultăa (ln)'(ex ) = ^ adica (ln t)' = ^ • 4 11 5 Teoremă Fie f: D Rn: x(f1(x), f2(x), •••, fn(x)) o funcție de clasa C1 definită pe o mulțime deschisa D C Rn Dacă a E D este astfel încat (a) f (a) dx1 (a) ••• dxn (a) D(X1,X2, •••,xn)(a) Șfn (a) Șfn (a) dx-1 (a) ••• dXn (a) = 0 atunci exista e>0 și o functie g : B£(f (a)) —> D astfel încat 1) g(f (a)) = a 2) f (g(y)) = y, oricare ar fi y E B£(f (a)) 3) functia g este de clasa C1 si d(g1 ,g2) (y) = ( dfifi, f2, •••, fn) (g(y))\~1 d (y1,y2, • •• yn ) W1 ,x2 - xn)7 ■ Demonstratie Functia F:D xRn —>Rn, F(x,y) = f (x)—y este de clasa C1 si d(F1 ,F2,-,Fn) D(f 1, f2, •••, fn) , , det —7 Ma, f(a)) = —7 -(a) = 0^ d(x1 ,x2, •••,xn) D(x1 ,x2, •••,xn) Conform teoremei functiilor implicite există 6>0 si g:B^(f (a)') —>D astfel încât: 1) g(f (a)) = a 2) F(g(y),y) = f (g(y)) — y = 0, oricare ar fi y E B&(f (a)) 3) functia g este de clasă C1 si g(g1, gn),y)= (d(F1 ),g(y) y)\-1a(F1 -,F„ ),g(y) d(y1 - yn)(y) fa(x1, ,xn)(g(y)’yd e^y1 ,y,,)(g(y>’y>- F (a,f (a)) = 0, Funcții diferențiabile 131 4 11 6 Definiție O funcție f: D —> U de clasă C1 între două mulțimi deschise D și U din R" se numește difeomorfism dacă este bijectivă si inversa ei f-1 : U —> D este de clasă C1 4 11 7 Se poate arata ( , pag 220) că o functie bijectiva f: DU de clasa C1 între două multimi deschise D si U din R" este difeomorfism dacă si numai dacă f-1 este continua si f (a) f (a) f(a) f (“) = 0, oricare ar fi a G D 132 Capitolul 5 Primitive și integrale simple 5 1 Primitive 5 1 1 Propoziție Fie f: I —>R o funcție derivabila definita pe un interval ICR Daca f' = 0 atunci f este funcție constanta Demonstrație Utilizăm teorema lui Lagrange (pag 91-25) Pentru orice x,y E I există f între x și y astfel încat f(x) —f(y) = f'(f) (x—y), adica avem f (x)—f (y)=0 5 1 2 Fie f,g: I —>R două functii derivabile definite pe un interval ICR Daca f' = g' atunci g — f = const, adica exista c E R astfel încat g(x) = f (x) + c, oricare ar fi x EI 5 1 3 Definiție Fie f: IR o functie definita pe un interval ICR Prin primitivă a lui f se întelege o functie derivabila F: I —> R astfel încat F'(x) = f (x), oricare ar fi xEI 5 1 4 Daca Fi, F2 : I —>R sunt doua primitive ale unei funcții f: IR definite pe un interval atunci exista c E R astfel încat F1 = F2 + c 5 1 5 Multimea primitivelor unei functii f: IR se noteaza cu f f (x)dx, adica y f (x)dx = { F: IR | F este primitiva a lui f } Vom nota cu C multimea functiilor constante definite pe intervalul considerat 133 134 Elemente de Analiza Matematica 5 1 6 Primitivele unor functii uzuale f: I—R (I este un interval inclus în domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor) Funcția Mulțimea primitivelor Intervalul Condiții f (x) = 1 f dx = x+C I c R f (x) = xn f xndx = n+:1 xn+1 + C I c R n E N f (x) = xa f xadx = a+i xa+1 +C IC (0, to) a E R — {—1} f (x) = xl f 1 dx = ln |x|+C I c R — {0} f (x) = ex f exdx = ex + C I c R f (x) = ax f axdx = inia ax +C I c R 0 0 f (x) = , 21 2 x2 +a2 f , 1 „ dx = ln( x+/x2+a2 ) +C J vx2+a2 \ / I c R a=0 f (x) = a2 +x2 f a2+x2dx = a arctg a + c I c R a=0 f (x) = x2-a2 f 1 dx — 1 l n x a + C J x2—a2 dx = 2a ln x+a +C I c R — {±a} a=0 f (x) =sh x f shxdx = chx+C I c R f (x) =ch x f ch xdx = sh x+C I c R 5 1 7 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x] In :=Integrate[f[x], x] i—— Out|1| J' f (x) dx In :=Integrate[x“a, x] i—— Out = In :=Integrate[a“x, x] i—— Out = In :=Integrate , x] i—— Out =Log [x+Va2 +x2 ] 5 1 8 Teoremă Dacă funcțiile f,g: I — R definite pe un interval I admit primitive și X E R* atunci functiile f+g și Xf admit primitive și f(f (x)+ g(x))dx = f f (x)dx +f g(x)dx fXf (x)dx = Xff (x)dx Demonștrafie Dacă FeJ f (x)dx si G Efg(x)dx atunci (F+G)' = f+g, (XF)' = Xf Primitive și integrale simple 135 5 1 9 Teoremă Dacă f: I ——R admite primitive pe intervalul I atunci are proprietatea lui Darboux pe I Demonstrație Dacă f admite primitive atunci există F: I —— R astfel încât f = F' Dar derivata unei functii pe un interval are proprietatea lui Darboux (pag 91-27) 5 1 10 Teoremă O functie continuă definită pe un interval admite primitive Demonstratie A se vedea pag 145-25 5 1 11 Teoremă (Integrarea prin parți) Dacă f,g: I—R sunt functii de clasa C1 definite pe un interval I atunci functiile f' g si f g' admit primitive si yf (x)g'(x) dx = f(x)g(x) — jf'(x)g(x) dx Demonstratie Functiile f g si f g' fiind continue, admit primitive si f (x) g(x)+ C = J\f • g)'(x)dx = j f '(x) g(x)dx + j f (x) g'(x)dx 5 1 12 Exercițiu Sa se calculeze integralele Jxexdx, y ln xdx, J V 4 — x2 dx Rezolvare Avem f xexdx = f x(ex )'dx = xex — f exdx = xex — ex + C f ln x dx = f x' ln x dx = x ln x — f x (ln x)'dx = x ln x — / dx = x ln x — x + C I /4 — x2 dx — f 4—x -dx — 4 / — dx — f x — x dx — 4 arcsin — + / x(\/4 — x2Vdx j y r x (Âix J 2 b-vx vt j y/4 2 x 2 x ai cslll 2 l J x ( y t: x ) U'x = 4 arcsin 2 + W4—x2 — f a/4—x2dx Din ultima relatie rezulta f a/4 — x2 dx = 2 arcsin x + fV4—x2 + C 5 1 13 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x] In :=Integrate[x Exp[x], x] i—— Out =ex(— 1+x) In :=Integrate[Log[x], x] i—— Out =—x+x Log [x] In :=Integrate[Sqrt , x] i—— Out = 2 x V4—x2+2 ArcSin 5 1 14 Teoremă (Schimbarea de variabila) Fie I, JC R intervale și I ——• J ——— R doua functii Daca : I —— J este derivabilă si F este o primitivă a lui f atunci I — R:x — (Fo^)(x)= F(^(x)) este o primitiva a functiei 136 Elemente de Analiza Matematica I!R: x—> f (^>(x)) ^'(x), adica f (p(x)) p'(x) dx = Demonstrație Avem d®F(^(x)) = F'(tp(x)) (x) = f (^(x)) (x) 5 1 15 Exercițiu Să se calculeze integralele dx x^/x + 1 ’ x2+6x — 5 dx Rezolvare Avem (a se vedea exercițiul anterior) dx = 2/ 2^dx = 2/ e^x(^x)'dx = 2 (f etdt)t== 2^® + C f-d= = 2 /1 (^x+rydx = (j, J ®V®+1 J (V®+1)2 —1 v ’ \J t=v®+1 f yf—x2+6x — 5 dx / a/4 — (x — 3)2 (x — 3)'dx ln + C = Q'\ \ l2dl'\ = 2 arcsin X-3 + X-3^/—x2+6x —5 + C 5 1 16 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x] In :=Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], x] i—— Oiit|1|2ex In :=Integrate ), x] i—— Out =Log[—1+V1+®] — Log In :=Integrate[Sqrt[-x~2+6x-5], x] i—— Out = 1 (—3+®) V—5+6®—®2+2 ArcSin[ 1 (—3+®)] 5 1 17 Teoremă Fie I, J intervale si I —~— J ———R, unde f este o funcție continua si u este o functie de clasa C1 bijectiva cu u' (t) = 0 oricare ar fi t EI Daca G este o primitiva a funcfiei I —— R: t i f (u(t)) u'(t) atunci J —— R : x i G(u—1(x)) este o primitiva a lui f, adica y f (x)dx = Gou—1 + C Demonstratie Utilizand teorema de derivare a funcției inverse (pag 129-1) obținem (Gou—1 )'(x) = G'(u—1(x)) (u—1)'(x) = f (u(u—1(x))) u'(u—1 (x)) = f (x) 5 1 18 Exercițiu Sa se determine multimea primitivelor functiei x f : (0, x; —— R, f (x) = 1 + y/x' Rezolvare Functia u : (0, x) —— (0, x), u(t) = t2 este bijectiva si u 1(x) = yfx Deoarece f f (^/(t)Dif (t) dt f 2t2 dt 2 f (t2 —1)+1 dt t2 2t I 2 ln (1 +t) I C J f ( u (t)) LL (t) db J 1 | t db 2 J 1 | t db b 2 b 2 ln (1 b) C Primitive și integrale simple 137 avem /î+TX dx = (f f (u(t)) u1 (t) dt)= x - 2y/x + 2ln (1 + ^/x) + C 5 1 19 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x] In :=Integrate[Sqrt[x]/(1+Sqrt[x]), x] i—— Out =-2 v/x + x +2Log 5 2 Integrala definită 5 2 1 Definiție Fie [a,b] C R un interval închis și marginit Prin diviziune a intervalului [a,b] se înțelege un sistem de puncte 6 = {x0, x1, , xn} astfel încat a = x0 R o funcție, b = {xo, x1, ,xn} o diviziune a intervalului [a, b] si un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii cu 0 pentru orice x G [a, b], numărul (f, { R este integrabila (Riemann) pe [a, b] daca există un numar If G R cu proprietatea ca pentru orice e> 0 exista v> 0 astfel încat relatia (f, { R este integrabila (Riemann) pe [a, b] daca si numai daca exista un numar IG R astfel încât pentru orice sir de diviziuni (bn)n=1 cu limn^^> ||bn || = 0 si pentru orice alegere a sistemelor de puncte intermediare asociate {£”■} avem lim G' (f, { ||bn|| = 0 avem limn^^> a$n (f, { 0 Conform ipotezei există v> 0 astfel încât |a^(f, { n£ Rezultă |a^n (f, {£,}) — If | n£ Arătăm prin reducere la absurd că f este integrabila si If = I Presupunand ca f^ f (x) dx = I, exista £o > 0 astfel încat pentru orice v > 0 exista o diviziune 5V si un sistem de puncte intermediare {^V} cu |g)v(f, {£V}) — 11 > £0 In particular, alegand v = , cu n G N* obtinem un sir de diviziuni (5ra)X=1 cu ||ă„|| £o pentru anumite sisteme de puncte {£,}• Rezultă ca lim,—x a-n (f, {£,}) = I desi lini,—x ||ă,|| = 0, în contradicție cu ipoteza 5 2 6 Propoziție a) Daca f : [a, b] —> R este integrabila și a G R atunci funcția af este integrabila și /• b /• b / (af )(x) dx = a / f (x) dx Ja Ja b) Daca f,g : [a, b] —> R sunt integrabile atunci funcfiile f ± g sunt integrabile și /• b rb rb / (f ± g)(x) dx = / f (x) dx ± g(x) dx J a J a J a Demonstrare Pentru orice (5n)X=1 cu lim,—x ||5,|| = 0 si orice {£,} avem Hiii, -x g, (af, { R sunt integrabile atunci fg este funcție integrabilă 2) Dacă f : [a, b] —> R este integrabila atunci |f | : [a, b] —> R este integrabila 5 2 8 Propoziție a) Daca f : [a, b] —> R este integrabila si f (x) > 0 oricare ar fi x G [a, b] atunci [ f (x) dx > 0 J a b) Daca f, g : [a, b] —> R sunt integrabile si f (x) R si |f | : [a, b] —> R sunt integrabile atunci /• b /• b / f (x) dx 0 ? / f (x) dx = lim (f, {O > 0 i=1 Ja b) Utilizând a) obținem /• b /• b /• b f 0 =^ / g(x) dx- / f (x) dx = / (g-f)(x) dx>0 •J a J a J a c) Avem /• b rb /• b -|f | R este mărginită daca există M E R încât |f (x)| R este nemărginită atunci există un sir (ak)k>o în [a, b] astfel încât lim f(ak) = -to sau lim f(ak) = to Demonstratie Oricare ar fi n E N exista xn E [a, b] astfel încat |f (xn)| > n Cel putin una dintre multimile {xn |n EN, f (xn) >n } si {xn |n E N, f (xn) 0 al lui (xn)n>0 cu limk^tt f (ak) = ±to 5 2 11 Teoremă Dacă functia f : [a, b] —> R este integrabila atunci este mărginită Demonstratie Fie f: [a, b] —>R o functie nemărginita superior si 6 = {x0, x1, , xm} o diviziune a lui [a, b] Exista un sir (ak)k>0 în [a, b] astfel încat limk^tt f (ak) = to Cel putin unul dintre intervalele [x0,x1], [x1,x2], , [xn-1,xn] contine un număr infinit de termeni ai sirului (ak)n>0 Fie [xj-1,xj] un astfel de interval Exista un sir ( 0 în [xj-1,xj] cu lim,,^^ f (^n)(xj - xj 1) = to Valoarea unei sume Rie-mann (f, {fi}) ]C” i f (^i) (xi - xi-1) asociate diviziunii 6 poate fi facuta oricat de mare modificand convenabil alegerea lui fj O relatie de tipul |a R este o funcție integrabila atunci m(b-a) R o functie marginita si d = {xo, x1, ,xn} o diviziune a intervalului [a, b] Sumele (v Fig 5 2) n s (f) = 52 mi (xi - xi-1) unde m» = inf f (x) xe[xi-lyxi\ si n Si (f) = 52 Mi (xi - xi-1) unde Mi = sup f (x) i=i xe[xi-i,xi] se numesc suma Darboux inferioară si respectiv, suma Darboux superioară Figura 5 2: Sumele Darboux inferioara si superioara 142 Elemente de Analiza Matematica 5 2 14 Propoziție Daca f : [a, b] —> R este o funcție mărginită și 6 o diviziune a intervalului [a,b] atunci sș(f) R este o functie mărginitd si 6 o diviziune fixată atunci sș(f) = inf aș(f, {fi}) Sș(f) = sup aă(f, {fi}) - UO unde marginea inferioaraă si cea superioaraă se consideraă pentru toate alegerile posibile ale punctelor intermediere fi Demonstratie Fie 6 = {x0, x1, ,xn} si e> 0 Alegănd pentru fiecare i E{1,2, ,n} un punct fi cu f (fi) — mi R este o functie integrabila atunci pentru orice sir de diviziuni (6n)n>0 ale intervalului [a, b] cu limn^^> || 6n ||= 0 avem SȘn (f ) Demonstratie Fie If = J^f (x)dx si e> 0 Functia f fiind integrabilă, exista v> 0 astfel încat pentru orice diviziune 6 cu || 6 || || 6n ||= 0, exista n£ E N astfel încat || 6n || n£ si orice alegere a punctelor fi Ținând seama de rezultatul prezentat la pag 30-30 si propozȚia anterioară deducem ca |sșn(f) — If | n£ 5 2 17 Propoziție Fie f : [a, b] —> R o functie mdrginitd si 6 = {x0, x1, ,xn}, 6' = {x0, xi, ,x'm} doud diviziuni ale intervalului [a, b] Dacd 6 C 6', atunci sș(f) R este o funcție mărginită atunci m(b - a) R este o functie marginita astfel încat pentru orice sir de diviziuni (6n)n=i cu limn^^> ||6n|| =0 avem lim (Sg„(f) - sgn(f)) = 0 atunci există IER astfel încât pentru orice sir 6i C 62 C cu limn^^> ||6n|| =0 avem lim sgn(f) = lim Sg„(f) = I- n^^ n^^ Demonstrare Daca 6i C 62 C atunci sg1 (f) Sg2 (f) > Orice sir monoton si marginit de numere reale fiind convergent, exista I E R cu lim sgn(f) = I = lim Sg„(f)• n^^ n^^ Daca 6ZX C62 C este un alt sir de diviziuni cu limn^^> ||6n|| = 0 exista I'ER cu 144 Elemente de Analiza Matematica lim sg' (f) = I1 = lim Sg' (f) n—x nV 7 n—x nV J Deoarece (dnUă(,)n>1 are proprietățile ăiCă2 Uă'2 C limn—x ||dnUă(,|| = 0 și S&n (f) 1 5 2 21 Teoremă (Criteriul lui Darboux) Functia f: [a, b] R este integrabila daca si numai daca este mărginită si pentru orice sir de diviziuni (dn)X=1 cu limn—x ||dn || =0 avem lim (Sân f) - s$n f)) = 0 n—x In cazul în care f este integrabilă lim s$n (f) = [ f (x) dx = lim Sbn (f) n—x Ja n—x Demonstratie A șe vedea pag 142-16 Utilizam lema precedenta Fie (dn)n=1 un șir de diviziuni cu limn—x ||dn|| = 0 și fie Sn = Ufe=1 pentru orice n> 1 Deoarece d1 Că2 C , lim„ -x ||ăn|| =0 și sSn(f) R este funcție integrabila și c G (a, b), atunci restricțiile funcției f la intervalele [a, c] și [c, b] sunt integrabile și /• b rc /• b / f (x) dx = / f (x) dx + / f (x) dx J a J a J c Demonstratie Utilizam criteriul lui Darboux Fie (Fn)X=1 un șir de diviziuni ale intervalului [a, c] cu limn—x ||^n || = 0, s^n (f), S^n (f) sumele Darboux corespunzătoare restrictiei f |[a c] și fie (d'f )n=1 un șir de diviziuni ale intervalului [c, b] cu limn—x |K|| =0, s^«(f), S^«(f) șumele Darboux coreșpunzătoare reștrictiei f |[cb] Șirul (ăn)X=1, unde ăn = Fn U Ff, fiind un șir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn- -x ||ăn || =0 avem lim n—x (f) - s6„ (f)) = 0- Din S^n (f)-ssn (/)+S,n (/)-s,n (f) = s&„ (f)-SSn (f) rezultăa relatiile Primitive și integrale simple 145 0 R exista c E (a, b) astfel încât restricțiile funcției f la [a, c] si [c, b] sunt integrabile, atunci functia f este integrabila pe [a, b] Demonstratie Utilizam criteriul lui Darboux Functia f este marginita Fie (6n)X=0 un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn x ||ăn|| =0 si fie Sn = Sn U {c} Șirul (^n)X=0, unde 6'n = Sn n [a, c], este o diviziune a intervalului [a, c] iar sirul ( R este integrabila Demonstratie Utilizam criteriul lui Darboux Fie (6n)X=0, unde 6n = {xn, ,x^}, un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn x ||ăn|| = 0 Daca f este crescătoare atunci este măarginităa si avem relatia 0 R este integrabila Demonstratie Utilizam criteriul lui Darboux Fie (6n )X=0, unde 6n = {xn, , }, 146 Elemente de Analiza Matematica un șir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn^^> || 6n ||=0 și fie e > 0 Funcția f fiind continua pe multimea compacta [a, b] este uniform continua ( a se vedea pag 78-11) Exista n > 0 astfel încat |x — x'\ || 6n |=0 exista n£ E N astfel încat || ăn || n£ Functia f î§i atinge extremele pe fiecare interval [x= 1,xn]• Daca n > n£ atunci 0 R este continuă pe (a, b) și limitele laterale la = lim f (x), lb = lim f (x) a x\a x^b există și sunt finite atunci f este integrabila pe [a, b] Demonstrație Functia f este integrabila deoarece este suma a trei funcȘii integrabile f = f + g + h unde f : [a, b] —> R este functia continuă {la daca x = a f (x) daca x E (a, b) lb daca x = b iar g, h : [a, b] —> R sunt functiile monotone 0 daca x E [a, b) f (b) — lb daca x = b 5 2 27 Definiție Un punt c E (a, b) în care functia f : [a, b] —> R este discontinuă este numit punct de discontinuitate de prima speta dacă limitele laterale limx^c f(x), limx^cf (x) exista si sunt finite 5 2 28 Teoremă O functie f : [a, b] —> R continua cu exceptia unui numar finit de puncte unde are discontinuitati de prima speta este integrabila Demonstratie (Cazul a doua puncte de discontinuitate) Fie x1, x2 punctele de discontinuitate, a R este integrabilă si daca g: [a, b] —> R este o functie care difera de f într-un numar finit de puncte atunci se poate arăta ca g este integrabila si /• b /• b / g(x) dx = / f (x) dx aa 5 2 30 Teoremă (Teorema de medie) Daca f : [a, b] —> R este continua atunci exista f E [a, b] astfel încat [ f (x) dx = f (f)(b — a) a Demonstratie Funcția f fiind continua pe [a, b], este marginita si îsi atinge marginile, adică există u, v E [a, b] astfel încat m = min f(x) = x€[a,b] Relatia (a se vedea pag 141-12) f (u) M = max f (x) = f (v) xe[a,b] m (b — a) R este continua atunci pentru orice c E [a, b] funcția F : [a, b] > R, F(x) = ^ f (t) dt este o primitivă a lui f Fz(x) = f(x), oricare ar fi xE [a, b] adica avem d fx — / f (t) dt = f (x), oricare ar fi x E [a, b] Demonstratie Fie x0 E [a, b] Conform definiției derivatei 148 Elemente de Analiza Matematica F’(xo) = lim F - F = lim MiML—EflML = lim " x—xo X — Xo x—xo X — Xo x—xo X — Xo Pentru fiecare x = x0 există conform teoremei de medie fx între x0 și x astfel încât ! f (t) dt = f (fx) (x — Xo) xo Si prin urmare F'(xo) = lim f(fx) (X—— = lim f(fx) = f(xo) x—xo X — Xo x—xo 5 2 32 Teoremă (Formula Leibniz-Newton) Daca funcția integrabila f : [a, b] —> R admite primitive atunci tb / f (x) dx = F(x)ia = F(b)-F(a) J a unde F : [a, b] —> R este o primitiva arbitrara a lui f Demonstratie Fie Sn = {xq, x™, x!fi } un sir de diviziuni cu limn—TO ||ăn|| =0 Conform teoremei lui Lagrange (pag 91-25) exista f™ E (xf-uXf) astfel încat F(Xn) F(Xn ,) = Fl(fn)(xn- Xn -,) = f (fn)(xn- Xn -,) F (Xi ) F (Xi-1) F (fi ) (Xi Xi-1) f (fi ) (Xi Xi-1) Utilizand fi drept puncte intermediare pentru sumele Riemann obtinem kn kn (f {fn}) \" f(fn) (Xn — Xn ,) = \',f(Xn) — F(xn ,» = F(b) — F(a) v&n (f , {fi }) / > f (fi ) (Xi Xz-1) / (Xz ) r (Xz-1)) r r (a) i=1 i=1 si prin urmare (a se vedea pag 138-5) / f (x) dx = lim aSn (f, {fn}) = F(b) — F(a) Ja n 5 2 33 Teoremă (Formula de integrare prin părți) Daca functiile f,g: I —>R sunt de clasa C1 pe intervalul I atunci f f '(x) g(x) dx = f (x) g(x)|a f (x) g'(x) dx aa oricare ar fi a,b EI Demonstrație Utilizand formula Leibniz-Newton obtinem f (x) g(x)|a = fa(f • g)/(x) dx = fa(f '(x)g(x) + f (x)g'(x))dx = faf/(x) g(x) dx + faf (x) g/(x) dx Primitive și integrale simple 149 5 2 34 Exercițiu Să se calculeze integralele rn r1 rn/4 / x cos xdx / x2 ex dx / x tg2xdx J0 Jo Jo Rezolvare Utilizănd integrarea prin părți obținem JQx cosxdx = JQx (sinx)zdx = x (sinx)|q — Jonsinxdx = cosx|J = —1 — 1 = —2 r1x2 ex dx — l^x2 (ex)z dx — x2 ex I 2 / ^x ex dx — e 2 / ^x (ex V dx «4 0 e xx^x o ^x (e y xx^x e | q “ q e xx^x e q ^x y e y xx^x = e — 2x ex|0 + 2 jjex dx = —e + 2 ex|Q = e — 2 fn/4x țg2x dx — fn/4x (tg2x + 1) dx — fn/4x dx — fn/4x (tg x) dx — I J 0 x Xg x XXx J o x y Xg x | 1 J XXx J q x XXx J q x y Lg xj XXx 2 | , in/4 f‘n/4 7 n2 n n2 1 /i 1 i\in/4 n n2 1 1 — XTtrx I fer x nx nn n x i — n n U n v = x țg x|0 Jo țg xdx 32 = 4 32 + (ln | cos x|)|0 = 4 32 +ln 2 ’ 5 2 35 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}] NIntegrate[f[x], {x, a, b}] In :=Integrate[x Cos[x], {x, 0, Pi}] 1—> Out =-2 In :=Integrate[x“2 Exp[x], {x, 0, 1}] In :=Integrate[x Tan[x]“2, {x, 0, Pi/4}] In :=NIntegrate[Sin[Sin[x]], {x, 0, 2}] 1—— Out =-2+e 1—— Out = 32 (8n—n2 —16 Log ) — Out = 1 24706 150 Elemente de Analiza Matematica 5 2 36 Teoremă (Prima metodă de schimbare de variabilă) Fie funcțiile [a, b] -— J -— R, unde J C R este un interval Daca f este continua si este derivabila cu derivata continua atunci rb r X(b) / f (^(t)) ^'(t) dt — f (x) dx Ja J Out[i]=2 (— i+e) e In :=Integrate ), {t, 1, 2}] 1—— Out =—2+2^/2+Log —2 Log[i+/2] In :=Integrate[Sqrt /(x+Sqrt[x]), {x, 1/2, 1}] 1—— Out = 1 (—2^/2 + n) 5 2 39 Teoremă (A doua metoda de schimbare de variabila) Fie [a, b] -—— [c, d] -—— R două functii Dacă f este continuă, u este bijectivă, u si u—i sunt derivabile cu derivate continue atunci rb r u(b) / f (u(t)) dt — / f (x) (u—i)z(x) dx a u(a) Demonstratie Functia fou : [a, b] —— R este continuă si deci admite primitive Daca P' — f ou, adica P'(t) — f (u(t)), atunci Pou—i este o primitiva a funcției f-(u—i)' (Pou—i)'(x) — P'(u—i(x)) (u—i)z(x) — f(u(u—i(x))) (u—i)/(x) — f(x) (u—i)/(x) si prin urmare Primitive și integrale simple 151 f b / f (u(t)) dt = P(t)ia = P(&)-P(a) = Pou J a ,,, fu(b) 1 (x) I — / f (x) (u-1V(x) dx (x) lu(a) = / f (x) (u ) J u(a) 5 2 40 Exercițiu Să se calculeze integrala y 1 + V dt Rezolvare Aplicația u: — , u(t) = 1+/t este bijectivă, u-1(x) = (1—x)2 si J4 V1 + Vt dt = 2 Vx (x-1) dx = 2 J23 (x2 — x 1) dx = 15 (6a/3 — 5 2 41 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}] In :=Integrate[Sqrt ], {t, 1, 4}] i—— Out =-yț ^2-^/3) 5 3 Integrale improprii 5 3 1 In cazul integralelor definite considerate in liceu intervalul de integrare era marginit si se stie ca pentru ca o functie să fie integrabila trebuie sa fie marginita Vom arata ca notiunea de integrala se poate extinde pentru a include si cazul în care intervalul de integrare este nemărginit si/sau functia integrata este nemarginita 5 3 2 In cazul unei serii definim c k y an := lim V an , k^c k k y := lim V an m^-x n=-c n=m daca limita exista si este finită, adică daca seria este convergenta, Prin analogie definim integralele improprii (de prima speta) /• c rb r b /• b / f (x) dx := lim / f (x) dx , / f (x) dx := lim / f (x) dx Ja b^c Ja J-c a^-c Ja daca limita există si este finită, adica daca integrala improprie este convergenta (C) O integrala improprie neconvergenta este numita divergentă (D) Prin analogie cu c k /• c /• b an := lim an definim / f (x) dx := lim / f (x) dx m -c n=m -c a -c Ja k c b c n=-c în cazul în care limita există si este finita, adica integrala improprie este convergentă 5 3 3 Exemplu (a se vedea figura 5 2) e xdx = lim b^c e xdx = lim (—e-x)|0 b^c = lim (—e b + 1) = 1 b^c 152 Elemente de Analiză Matematică 5 3 4 Exemplu (a se vedea figura 5 2) b oo fim (arctg b — arctg a) = — + — = % Figura 5 4: Calculul integralei ^—^dx 5 3 5 MATHEMATICA: Integrate [f [x] , {x, a, b}] Primitive și integrale simple 153 In :=Integrate[Exp[-x], {x, 0, Infinity}] — Out =1 In :=Integrate i—— Out =n 5 3 6 Știm că convergenta daca A > 1 divergentă daca A 0 fixat Deoarece pentru A = 1 Si lim b' b1-x 1 - A a1-Ă a1-X Ă-1 daca daca A>1 A 1 divergenta daca A |f (x)| dx a este convergentăa 5 3 9 Teoremă Orice integrala improprie absolut convergenta este convergentă 5 3 10 Criteriul comparației Dacă pentru seriile ^2^=0 an si Ș22=0 bn exista n0 G N astfel încat 0 n0 atunci CC CC CC CC Y,bn C V an C an D ;• ^2 bn D n=0 n=0 n=0 n=0 154 Elemente de Analiza Matematica Similar, dacă pentru funcțiile continue f, g : [a, w) R există b > a astfel încât 0 0, este convergentă oricare ar fi A E R Afirmatia rezulta din relatia xx X-p n n!x x A+1 x^ x^ x^ e x — — ex 1 | ^1 cy> | ^1 n e J- + 1!x + 2!x + + n!x adevarata oricare ar fi x > 0 si din convergenta integralei n! xn— dx 1 n — 5 3 13 Exercițiu Fie P(x) — aoxn+a1 xn—1+ |an, Q(x) — fioxm+fi1xm—1 I +fim polinoame cu coeficienti reali si fie a E R astfel încat Q(x) = 0 oricare ar fi x > a Integrala improprie f™ ao xn+a1xn—1 | -+ an , , , / — — dx este convergenta daca m>n+1 Ja fioxm+Axm— 1 + ■■■ + fim Rezolvare Functia f (x) = xm—nQX este marginita deoarece limx^^ f (x) = ^0 Rezulta că exista M>0 astfel încat |f(x)| (0, w) sunt astfel încat limita limX^^A4 este finita și nenula atunci integralele improprii / f (x) dx si / g(x) dx aa au aceesi natura (sunt ambele convergente sau ambele divergente) Primitive și integrale simple 155 7~\ » a astfel încat 1 f (x) 3 \ s"' v 7 s'' \ z~\y*i r* Q ro q p ti R o funcție nemărginită în vecinătatea lui a, integrabilă pe [c, b] oricare ar fi c E (a,b) Dacă limita există și este finită, definim /• b /• b / f (x) dx := lim / Ja c—aJc dx Si spunem că integrala este convergentă In caz contrar spunem ca integrala este divergenta Similar, pentru f : [a, b) —> R nemărginită în vecinătatea lui b, integrabilă pe [a, c] oricare ar fi c E (a, b) definim în caz de convergentă rb /• c / f (x) dx := lim / f (x) dx Ja c—bJa 5 3 17 Exercițiu Să se arate că dx (x — a)Ă este fb 1 dx este Ja (b — x)Ă convergenta daca X 1 si convergenta daca X 1 Rezolvare Avem 1 (x — a) f b dx = lim c—aJc 1 (x — a) dx = lim ln(x — a) | c—a lim ln c—a = 00 si [b^— dx Ja (x — a)X în cazul X = 1 1 lim [(b—a)1 Ă — (c—a)1 Ă] = 1 — X c——a (b-a)1-Ă i-Ă 0 daca X 1 b c b c a a 5 3 18 Criteriul comparației Dacă funcțiile continue f,g : (a, b] R sunt astfel încăt 0 R, f (x) = ex/\/1 + x este mărginită pe Rezultă că există M > 0 astfel încăt f (x) b ' x2n+2 b 2n + 2 a 2n + 2 lim [b2n+2 - a2n+2] a ' — b ' 1 nu exista Există Insa limita mai puțin restrictiva x'2"- li dx = lim a'tt dx = 0 Spunem ca integrala este convergentă în sensul valorii principale si scriem Zoc ra x2n+1 dx = lim / x2n+1 dx = 0 x a J a 5 5 Integrale cu parametru 5 5 1 Teoremă Daca functia F : [a, b] x [c, d] —> R este continuă atunci functia f d f : [a, b] —> R, f (t) = J F(t,x) dx definita cu ajutorul unei integrale cu parametru este continuă, adică avem Im f (t) = f (to) (5 2) t'to oricare ar fi t0 E [a, b] Demonstrație Fie t0 E [a, b] arbitrar si e > 0 Functia F fiind continuă pe multimea compacta [a, b] x [c, d] este uniform continuă (a se vedea pag 78-11) Rezulta ca pentru e > 0 există 6 > 0 astfel incat ||(t,x) — (t/,x/)|| R : (t, x) F(t, x) este este derivabilă partial în raport cu t §i dF — : [a, b] x [c, d] —> R continuă atunci functia este f (t) = y F(t, x) dx derivabilă în (a,b), are derivata continuă si fd dF f/(t) j ~dt(t,x) dx’ f : [a, b] —> R, (5 3) Demonstratie Fie t0 G [a, b] arbitrar Funcția T : [a, b] x [c, d] —> R, daca t = t0 ț F (t,x) — F (t0,x) T(t,x) = t—t0 f (t0,x) daca t = t0 este continua Din teorema precedenta rezulta ca functia f d ^>(t) = / T(t, x) dx este continua si prin urmare limt^to ^>(t) = ^>(t0), adică avem relatia lim C F ' — F R, t — t0 Dar 160 Elemente de Analiza Matematica '(to) — lim f (i> ~ f — lim [" F(i-x> ~ F dx t——to t — to t——to Jc t — to Continuitatea lui f' rezultă pe baza teoremei precedente din continuitatea lui T 5 5 4 Regula lui Leibniz de derivare a integralelor cu parametru se mai scrie d td fddF — i F (t x) dx — / (t x) dx Ot J c J c Ob Teorema prezinta condiții suficiente pentru ca derivata să comute cu integrala 5 5 5 Teoremă (Leibniz) Daca funcția continua F : [a, b] x [c, d] —> R este derivabilă parțial în raport cu t, dF — : [a, b] x [c, d] —> R este continuă și dacă V : [a, b] —> [c, d] , f : [a, b] —> [c, d] sunt doua functii derivabile pe (a, b) atunci functia c b(t) f : [a, b] —) R, f (t) — / F(t,x) dx F(*) este derivabilă în (a, b) și rrăF) dF f(t) — -dt(t,x) dx + F(t,f(t)) f (t) — F(t,V(t)) v'(t)- J^(t) dt (5 4) Demonstratie Știm că în cazul unei funcții continue g : [a, 7] —> R avem d fx dx g(t)dt — g(x) dx Jxo oricare ar fi x0 G [a, 7] fixat Funcția de trei variabile T : [a, b] x [c, d] x [c, d] —> R, t-z rz r-y T(t, y,z) — / F(t, x)dx — / F(t,x)dx — / F(t, x)dx y to to unde t0 G (a, b) este un punct fixat, admite derivate partiale continue d fz dF d d — T(t y z) — / -(t x)dx —T(t y z) — — F(t y) —T(t y z) — F(t z) J dt V6’ MV- ,7 • 1 yh U) i ^î1-!,/-^) 1 \' - ! și prin urmare este diferențiabila în [a, b] x (c, d) x (c, d) Deoarece f (t) — T(W(t),f(t)) Primitive și integrale simple 161 din formula de derivare a funcțiilor compuse rezultă f/(t) = H(t, ^(t),p(t)) + U(t, ^(t),p(t)) 4>'(t) + dz(t, ^(t),p(t))p/ (t) — răă) (t,x) dx + F(t P(t)) ?// (t) F(t p(t)) p (t) 1p(t) dt dx 1 F (t, p(t)) p (t) F P (t)- 5 5 6 Regula generală (Leibniz) de derivare a integralelor cu parametru se mai scrie d f^(t) f^(t) dF — F(t,x) dx — ~Fp(t,x) dx + F(t,P(t)) P(t) - F(t,p(t)) p(t) dt J^(t) J^(t) dt 5 5 7 Definiție Fie F : [a, b]x[c, w) —> R o functie continuă Spunem ca integrala F(t, x)dx f d — lim / F(t, x)dx d^^J c este uniform convergenta în [a, b] daca pentru orice e > 0 exista M G R astfel încat ă F(t, x)dx oricare ar fi 0 integrala improprie sin x t2 + x2 dx este uniform convergentă în [a, b], oricare ar fi intervalul [a, b] Rezolvare Afirmatia rezulta din relația 162 Elemente de Analiza Matematica sin x 1 t2 + x2 x2 Si din convergența integralei improprii ^2dx Pentru orice e > 0 există M E R astfel încăt JM 72dx R este continua și dacă integrala /• oc rd / F(t, x)dx = lim / F(t,x)dx Jc d Jc este uniform convergentă atunci functia f : [a, b] —> R, F(t, x) dx este continuă si prin urmare lim / F(t,x) dx = / [lim F(t,x)] dx, t—Jc Jc - '0 oricare ar fi t0 E [a, b] 5 5 10 Teoremă Dacă functia continua F : [a, b] x [c, w) —> R este derivabila partial în raport cu t dF : [a, b] x [c, w) —> R este continua, integrala improprie /• *c / F(t,x)dx este convergenta pentru t E (a, b) si integrala improprie f* dF Jc St (t’x)dx atunci functia este uniform convergenta pentru t E (a, b) f : [a, b] R, F(t, x) dx este derivabila în (a, b) si f* dF x , ( — (t,x) dx (5-5) adicaă d ['* x , f* dF z , — F (t,x) dx = / —-(t, x) dx db J c Jc dt Primitive și integrale simple 163 5 6 Functia r a lui Euler 5 6 1 Exercițiu Să se arate că integrala improprie e-ttx-1 dt este convergenta oricare ar fi x G (0, w) Rezolvare Fie x> 0 si n G N astfel încât n>x Deoarece (a se vedea pag 61-11) , , tx-1 f tx-1 pentru orice t G (0,1] 0 0 ri + i 4^+1) (X-i) daca x>~n Pentru nGN se numește funcția gamma, a lui Euler 5 6 7 Graficul funcției T se poate obține utilizând MATHEMATICA: In : =Plot [Gamma [x] , {x, -3, 3}] și este prezentat in figura 5 2 io -3 -2-1-123 -10 Figura 5 7: Funcția gamma a lui Euler Capitolul 6 Integrale curbilinii 6 1 Integrala curbilinie de primul tip 6 1 1 Definiție Prin drum de clasa C1 în R2 se înțelege o aplicație de forma Y - [a,b] —> r2 : t Y(t) = (^(t),^(î)) cu : [a, b] —> R funcții derivabile si cu derivată continua Drumul y este numit drum închis daca y(a)= Y(b), adica (b) si ^(a) = ^(b) 6 1 2 Exemple a) Fie (x0,y0), (x1,y1) G R2 puncte fixate Aplicatia 165 166 Elemente de Analiza Matematica Y : —> R2, Y(t) = (1 - t)(xo,yo)+ t(xi,yi) = ((1-t)xo + txi, (1-t)yo + tyi) = (xo + t(xi-xo), yo + t(yi-yo) ) este drum de clasă Ci Imaginea lui este segmentul ce unește (xo,yo) cu (xi,yi) b) Fie r E (0, w) si fie (xo,yo) E R2 un punct fixat Aplicatia Y : —> R2, y(t) = (xo,yo) + r(cos t, sin t) = (xo+r cos t, yo+r sin t) este drum de clasa Ci Imaginea lui este cercul de raza r cu centrul în (xo,yo) c) Fie a, b E (0, w) Aplicatia Y : —> R2, Y(t) = (a cos t, b sin t) este drum de clasa Ci Imaginea lui este elipsa (x/a)2 + (y/b)2 = 1 6 1 3 Definiție Spunem ca drumurile y : [a, b] —> R2 si Yo : [ao, bo] —> R2 de clasă Ci sunt echivalente dacă exista o aplicatie x : [ao,bo] —> [a, b] bijectivă, derivabila si cu xz(t) = 0 oricare ar fi t E [ao, bo] astfel încat Yo(t) = Y(x(t)), oricare ar fi t E [ao,bo] Relatia astfel definita este o relatie de echivalența pe mulțimea tuturor drumurilor de clasa Ci care permite împartirea ei în clase Fiecare clasa de drumuri echivalente este numita curba Despre drumurile apartinand unei curbe spunem ca sunt reprezentant sau parametrizari ale curbei 6 1 4 Exemplu Drumul y : [a, b] —> R2 este echivalent cu Yo : —> R2, Yo(t) = Y((1-t)a + tb) 6 1 5 Fie (On)n>i un sir de diviziuni O — tt”t n — tn R2, 7(t) = (t, ^(t)) poate fi aproximat cu drumul poligonal 7, cu varfurile 7(a)= 7(t,), 7(tn), 7(t?), , 7(t, — 1), 7(b) = 7(t, ) /\Z I \ \J Z > /\XZ^ /\^Z, > I \ rvn — J- z > I \ Z I \ rvn ' alegând n suficient de mare Lungimea drumului poligonal 7, este kn 1 l(7n) sj(t, - t,—1)2 + - W,—1))2 ■ i=1 Deoarece, din teorema creșterilor finite rezulta ca exista G [t, 1,t,] cu w) - ^(t,—1 ) = v) (ti - ti—1) lungimea lui 7, se poate scrie sub forma sumei Riemann kn l(7, ) = E\/1 + «'' «? ))2 (t, - t'—1) i=1 corespunzatoare functiei g : [a, b] —> R, g(t) = a/1 + (^'(t))2 si prin urmare lim Z(7„) lim \ 1 ' (#(O2 (t? - C—1) = / V1 + (#(t))2 dt n^ R2, 7(t) = (^>(t), ^(t)) se poate arăta ca limita lungimilor drumurilor poligonale corespunzatoare este /• b / VW(t))2 + W(t))2 dt J a 6 1 6 Definiție Prin lungimea drumului de clasa C1 7 : [a, b] —> r2, 7(t) = (^(t), ^(t)) se înțelege numarul fb , l(7) = / V(^/(t))2 + (#(t))2 dt a 6 1 7 Exemplu In cazul drumului circular 7 : —> R2, 7(t) = (x0+r cos t, y0+r sin t) avem ^>(t) = x0 + r cos t, ^(t) = y0 + r sin t si l(7)= / V(-r sint)2 + (r cos t)2 dt = / rdt = 2nr 00 168 Elemente de Analiza Matematica 6 1 8 Pentru a aproxima masa unui fir material descris de un drum de clasă C1 Y : [a, b] —> R2, Y(t) = ^(t)) plecand de la densitatea firului (de exemplu, în g/cm ) descrisa de o functie continua Q : { (^(t), 9(t)) | t G [a, b] }—> R putem considera partiții ale firului corespunzatoare unor diviziuni Ăn = {t", t",t^ } Y(a)= Y(to), Y( r2, Y(t) = (^(t), 9(t)) si o funcfie continua (camp scalar) definita pe imaginea drumului f : { (^(t), 9(t)) | t G [a,b] } > R Prin integrala curbilinie a lui f de-a lungul drumului y se întelege numarul Integrale curbilinii 169 / fds = I f (^(t),^(t)) s/(^f(t))2 + (#(t))2 dt JY Ja 6 1 10 Exemplu In cazul drumului 7 : —> R2, g(t) = (t, t2) avem c r 1 1 r 1 1 1 = 1?(W'5 - 1) o 12 VÎ+40d0 = 12(1 + 40)3/2 0 Y 6 1 11 Propoziție Daca drumurile de clasa C1 7 :[a, b] —> R2 și g0 :[a0,b0] —> R2 sunt echivalente si daca f : { 7(t) | t G [a, b] } —> R este o funcție continua atunci [fds = [ fds Jy Jyo Demonstratie Conform ipotezei, exista o aplicație x : [a0, b0] —> [a, b] bijectiva, derivabila si cu x'(t) = 0 oricare ar fi t G [a0, b0] încat 70(t) = Y(x(t)), oricare ar fi t G [a0,b0] Notand 7(t) = (^(t),^(t)), ^(t) = v(x(t)) si ^0 R3, 7(t) = (71 (t), 72(t), 73(t)) se întelege numarul l(7) J(y!(t))2 + (y2(t))2 + (y3(t))2 dt- J a 6 1 14 Definiție Fie un drum de clasa C1 in R3 Y : [a, b] —> R3, Y(t) = (71 (t), Y2(t), Ys(t)) și o functie continua (camp scalar) definită pe imaginea 7([a, b]) a drumului 170 Elemente de Analiza Matematica Prin f : { (71 (t), 72(t), Y3(t)) I t G \a,b\ } —> R integrala curbilinie a lui f de-a lungul drumului 7 se înțelege numarul [ fds = f f (7i(t),72(t),73(t)^/(7i(t))2 + (72(t))2 + (73(t))2 dt J Y a 6 2 Integrala curbilinie de al doilea tip 6 2 1 Definiție Fie un drum de clasa C1 7 : \a, b\ —> r2, Y(t) = (^(t), ^(t)) Si o funcție continua (camp vectorial) definita pe imaginea drumului F : { (^(t), Y(t)) | t G \a,b\ }—> R2, F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) Prin integrala curbilinie a lui F de-a lungul drumului 7 se înțelege numărul [ F • d/r = f \p(^(t),^(t)) Y(t) + Q(^(t),^(t)) Y(t)\ dt JY Ja Folosind o notație alternativa, ultima relație se mai scrie Integrale curbilinii 171 [ P dx + Qdy = ( [P(g(t),^(t)) g'(t) + Q(g(t),^(t)) Y(t)] dt J Y a 6 2 2 Exemplu In cazul drumului 7 : —>R2, Y(t) = (1+cos t, 1+sin t) avem /• r 2n / y2 dx — x2 dy = — / (2 + sin t + cos t + sin3t + cos31) dt = — 4n Jy Jo 6 2 3 Integrala curbilinie de al doilea tip permite calculul lucrului mecanic efectuat de o forță în deplasarea ei de-a lungul unui drum 6 2 4 Definiție Spunem ca drumurile 7: [a, b] —> R2 si Y0 :[a0,b0] —> R2 declasa C1 sunt echivalente cu păstrarea sensului daca există o aplicatie x : [a0, b0] —> [a, b] bijectiva, derivabila si cu x'(t) > 0 oricare ar fi t G [a0, b0] încât 70(t) = Y(x(t)), oricare ar fi t G [a0,b0] 6 2 5 Propoziție Dacă drumurile de clasă C1 7:[a, b] —>R2 si Y0 :[a0,b0] —>R2 sunt echivalente cu păstrarea sensului și dacă F : { Y(t) | t G [a, b] }—> R2, F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) este o funcție continuă atunci / Pdx + Qdy = Pdx + Qdy Jy J yo 172 Elemente de Analiza Matematica Demonstrație Conform ipotezei, există o aplicație x : [a0, b0] —> [a, b] bijectivă, derivabilă si cu x'(t) > 0 oricare ar fi t E [a0, b0] încăt 70(t) = 7(x(t)), oricare ar fi t E [a0,b0] Notand 7(t) = (v(t),^(t)), Vfi(t) = v(x(t)) si r-(t) = ^(x(t)) avem l>0 f70 Pdx + Qdy O'(^0(t),^0(t)) v0(t) + Q(V0(t),^0(t)) R2, 7(t) = ( R2, F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) o funcție continua atunci / P dx + Q dy = — P dx + Q dy Jy Jy Demonstratie Utilizand schimbarea de variabilă 0 = a + b — t obtinem fy Pdx + Qdy = jab[P( R3, 7(t) = (71 (t), 72(t), 73(t)) si o funcție continua (camp vectorial) definita pe imaginea drumului F : 7([a, b]) —> R3, F(x, y, z) = (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) Prin integrala curbilinie a lui F de-a lungul drumului 7 se întelege numarul [ F • dr = f [P(7(t)) 7^ (t) + q(7(t)) 72(t) + R(7(t)) 73(t)] dt J y Ja Integrale curbilinii 173 Folosind o notație alternativă, ultima relație se mai scrie [ P dx + Qdy + Rdz = f [P(y( R o functie definita pe dreptunghiul A = [a, b]x [c, d], A = {Aj} i = 1-^ o diviziune a lui A și fie {(^ij, nij)} i = u^ un sistem de puncte j = 1 ,k j = 1,k intermediare asociat diviziunii, adica astfel âncat (t^j,yij) G Aj, oricare ar fi i, j Prin suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte intermediare {(^ij,nij)} se întelege numărul 175 176 Elemente de Analiza Matematica n k (f, {(Âij)}) = 52 52 f(&j, nu) (xi - xi-i) (yj - yj-i)-i=1 j=1 In cazul în care f (x,y) > 0 pentru orice (x,y) G A, numărul &&(f, {(^ij,nij)}) Figura 7 1: Volumul corpului delimitat de suprafața este aproximat cu suma volumelor unor prisme reprezinta suma volumelor unor prisme (a se vedea figura 7 1) 7 1 3 Definiție Spunem că functia f : A —> R este integrabila (Riemann) pe A daca exista un numar If G R cu proprietatea ca pentru orice £> 0 exista v> 0 astfel încat relația H(f, {( w)}) - IfI R este integrabilă (Riemann) pe A dacă si numai dacă exista un numar I E R astfel încat pentru orice sir de diviziuni (An)X=1 cu limn^x ||An|| = 0 si pentru orice alegere a sistemelor de puncte intermediare asociate {(£”• )} avem ,, lim (f, {(sj,dij)}) In cazul în care f este integrabila avem I ffA f (x,y) dxdy Demonstrație Este similara celei prezentate în cazul integralei simple (pag 138-5) 7 1 5 Propoziție a) Daca f : A —> R este integrabila si a E R atunci funcția af este integrabila si (a f )(x,y) dxdy = ajj f (x,y) dxdy b) Daca f, g : A —> R sunt integrabile atunci functiile f ± g sunt integrabile si // (f ±g)(x,y) dxdy = // f (x,y) dxdy ± // g(x,y) dxdy JJ A JJA JJA Demonstrație Similara celei prezentate în cazul integralei simple (pag 139-6) 7 1 6 Se poate arata ca: 1) O functie integrabila pe A este integrabila pe orice dreptunghi B c A; 2) Daca f,g : A —> R sunt integrabile atunci fg este functie integrabilă; 3) Dacă f : A —> R este integrabila atunci |f | : A —> R este integrabilă 7 1 7 Propoziție a) Daca f : A —> R este integrabila și f (x,y) > 0 oricare ar fi (x,y) E A atunci f (x,y) dxdy > 0 b) Daca f,g : A —> R sunt integrabile si f (x,y) R este integrabila atunci //f (x,y) dxdy R este marginita dacă exista M G R încat |f (x,y)| R este integrabila atunci este marginita Demonstrație Este similara celei prezentate în cazul integralei simple (pag 140-11) 7 1 10 Definiție Fie f : A —> R o funcție marginita si A = {Aj} i = — o diviz-j = 1 ,k iune a dreptunghiului A Sumele (a se vedea figura 7 2) n k sA(f) VV (xi - Xi-1)(yj - yj 1) unde = inf f (x y) si n k Sa (f) = EE Mij (xi - Xi i)(yj - yj i) unde Mij = sup f (x y) i=1 j=1 (x,y)eAij se numesc suma Darboux inferioară si respectiv, suma Darboux superioară 7 1 11 Definiție Fie dreptunghiul A = [a, b] x [c, d] si diviziunile A = {Aij} i = ^ A' = {Aij} i = ^ j = i, k j = i,k' obtinute plecand de la diviziunile 6 = {xi}i=Q^ , 6' = {xi}i=on ale lui [a, b] si de la diviziunile 6 = {yj }j=, 6 = {yj }j=ok ale lui [c, d], adica Aij = [xi i,xi] x [yj i,yj], Aij = [xi i,xi] x [yj i,yj]• Spunem ca diviziunea A este mai fina decât A' daca 6 C 6' si 6 C 6' 7 1 12 Propoziție Fie f : A —> R o functie mărginita si A, A' doua diviziuni ale dreptunghiului A Daca A este mai fina decât A, atunci SA(f) R este o funcție marginita atunci s&(f) R este integrabila daca si numai daca este marginita si pentru orice sir de diviziuni (An)X=I cu limra -x ||Ara|| =0 avem — (SA„ (f) - sA„ (f)) =0- n—x In cazul în care f este integrabila avem lim sAn(f) = [[ f (x,y) dxdy = lim SA (f) n—x J J a n—x Demonstrare Este similara celei prezentate la pag 144-21 7 1 15 Teoremă Daca functia f : A —> R definita pe dreptunghiul A = [a, b] x [c, d] este integrabila, exista integrala cd / f(x,y) dy oricare ar fi x G [a, b] și daca functia F : [a, b] —> R , F(x) = ^ f (x,y) dy este integrabila pe [a, b] atunci ■b / i-d Demonstrafie Pentru orice diviziune A, cu notațiile de mai sus avem relațiile mij ||An|| = 0, din /• b / /• d \ ■a (f) Out[i]=20 7 1 19 Definiție Spunem despre o multime S C R2 ca are aria nula dacă pentru orice e > 0 multimea S poate fi acoperita cu o familie de dreptunghiuri avand suma ariilor mai mica decat e 7 1 20 Exercițiu a) Orice multime numarabila {(xn,ynf)}ff=i are aria nula b) Imaginea unui drum de clasa Ci, adica a unei aplicatii Y : n ; 1 r2 , 7(t) = (^(t),'f(t)) cu 'f derivabile si cu derivata continua, are aria nula c) Circumferinta S = {(x,y) | x2 + y2 = 1} are arie nula Integrale duble 181 Rezolvare a) Alegând pentru fiecare punct (xn,yn) un pătrat cu latura mai mică decât a/, suma ariilor va fi mai mica decat oo c / \ n k / -\\n nA = e b) Funcțiile g', : [a, —\ —> R fiind continue rezulta ca există M G R astfel încat |gz(t)| 1, punctele t0 = a, t1 = a+——a , t2 = a+2 ——a, tn-1 = a+(n — 1) ——a, tn = — nn n determina o diviziune echidistanta a intervalului [a, —\ Conform teoremei cresterilor finite (Lagrange), pentru orice t G [ti 1,ti] exista c, di G [t, ti] astfel încât | | Y(ti) — Y(t) 11 \ 1 g"') — g(t))2 + (g(ti) — g(t))2 = Cfe'te))2 + W'(di))2 (ti — t) ' Pătratele de latura 2\/2M(— — a)/n centrate în 7(t1), 7(t2), , 7(tn) acoperă imaginea drumului 7 si suma ariilor lor este 8M2(— — a)2/n Pentru orice e > 0 dat se poate alege n G N astfel încat 8M2(— — a)2/n R2 , Y(t) = (cos t, sin t) (x2 , y2) (xi,yi) Figura 7 2: Mulțimile numărabile si imaginile drumurilor de clasa C1 au arie nula 7 1 21 Se poate arata ca orice functie f : [a, b\ x [c, d\ —> R continua cu exceptia imaginilor unui numaăr finit de drumuri de clasaă C 1 182 Elemente de Analiza Matematica Yi : [«i] —> [a, b] x [c,d], i G {1,2,k} este integrabilă 7 1 22 Fie D un domeniu mărginit, cu frontiera formată dintr-un număr finit de drumuri de clasă C1 si f : D —> R o functie continuăa Functia {f(x,y) daca (x,y) G D 0 daca (x, y) G D definită pe dreptunghiul A = [a, b] x [c, d] care include pe D este integrabila Numarul y^f(x,y) dx dy nu depinde de alegerea dreptunghiului A conținand D si prin definiție f (x, y) dxdy = JJ f(x, y) dx dy 7 1 23 Definiție Prin domeniu simplu în raport cu Ox se înțelege un domeniu de forma (v Fig 7 3) Integrale duble 183 D = { (x, y) | a (x) R sunt funcții continue, de clasă C1 în (a, b) Analog, prin domeniu simplu în raport cu Oy se înțelege un domeniu de forma D = { (x,y) | c R sunt funcții continue, de clasă C1 în (c, d) 7 1 24 Propoziție a) Dacă functia f : D —> R definită pe domeniul simplu în raport cu Ox D = { (x, y) | a (x) R definită pe domeniul simplu în raport cu Oy D = { (x, y) | c (y) y Demonstrație a) Fie intervalul [c, d] astfel încat D c [a, b] x [c, d] si f f(x,y) daca (x,y) G D f : [a, b] x [c,d] —> R, f (x, y) = 0 daca (x, y) G D Avem JJd f (x, y)dx dy = Jab (fC y) dy)dx = (fCfi(x) f'(x, y) dy)dx rb î rg(x) „(x y) dx l ( rd f(x y) d^ dx +1 ^JV(x) f (x, y) dyJ dx ^J^(x) f (x, y) dyJ dx- 7 1 25 In loc de f (x,y) dy dx se mai scrie f(x,y)dy 184 Elemente de Analiza Matematica 7 1 26 Exercițiu Să se calculeze integrala dublă D unde D = { (x, y) | x2 + y2 0 } Rezolvare Funcția considerata f: D —> R, f (x,y) = y este integrabilă deoarece este continua si D are frontiera formata din imaginile a două drumuri de clasa C1 Y1 : [—1,1] —> R2, Y1(t) = (t, 0) si y2 : —> R2, Y2(t) = (cos t, sin t) Domeniul D fiind simplu în raport cu Ox, D = —1 (x) R este integrabila atunci JfD dxdy este aria lui D Integrale duble 185 7 2 2 Plecând de la produsul scalar a doi vectori nenuli calculat în două feluri ), (X2, y2>> = X1X2 + yi y2 = Vx2 + yțJx2 + y2 cos a putem deduce sinusul unghiului format de ei r — A (xi X2 + yi y2)2 sin a = v 1 — cos2 a = i /1 — o -5- V (xi + y2)(x2 + y22) |xi y2 — X2 yi| Vx2 + y2 \ x2 + y2 si apoi aria paralelogramului determinat de cei doi vectori aria = \ x'2 + y2 x2 + y2 sin a = xi x2 7 2 3 Prin transformarea liniara (v Fig 7 4) T : R2 —> R2 : (u,v) (x(u,v), y(u,v)) = (au + Șv, gu + bv) dreptunghiului A = [a, b] x [c, d] îi corespunde paralelogramul T(A) cu varfurile (aa+Șc,ga+5c), (ab+Șc, gb+bc), (aa+Șd,ga+bd), (ab+Șd, 7b+bd) si II dxdy = aria(T(A)) = detf a(b — a) Ș(b — a) JJT(A) dxdy = aria(T (A)) = det I ^(d-c) b(d - c) } = |detT| (b — a)(d — c) = |detT| ffA dudv = JJA |detT|dudv Pe de alta parte, transformarea T fiind liniară, avem 186 Elemente de Analiza Matematica D(x,y) D(u, v) dx dx du dv dy dy du dv = det T a Ș Y 6 și prin urmare putem scrie dx dy D(x,y) D(u, v) du dv 7 2 4 Se stie că orice functie continua definită pe un interval are proprietatea lui Darboux si prin urmare, pentru a fi injectivă trebuie sa fie monotona Fie aplicațiile [a, Ș] -A [a, b] f R cu f continua iar injectiva, derivabila si cu derivata continua Deoarece {[^(a),^(Ș)] daca este crescatoare [^(Ș),^(a)] daca este descrescatoare formula de schimbare de variabila r^(ă) ră / f (x) dx = / f (^(t)) (t) dt J ip(a') Ja se mai poate scrie I f(x)dx yf(^(t)) i^/(t)i dt ^([a,ă]) [a,ă] Figura 7 5: Schimbarea de variabile Integrale duble 187 7 2 5 Teoremă (Formula de schimbare de variabile) Fie D c R2 un domeniu compact cu frontiera formata dintr-un numar finit de drumuri de clasa C1 și fie T : D —> R2, T(u,v) = (p(u,v),fi(u,v)) o aplicație injectiva, de clasa C1 cu proprietatea ca Dx D(u,v) (u v) dv(u,v) !*(»,») !*(„,„) = 0, oricare ar fi (u, v) G D Daca f : T(D) —> R este o funcție continua atunci // f (x,y) dxdy = // f ( 0 } JJd Rezolvare Alegem A = x si utilizam coordonate polare Aplicația (r cos 0, r sin 0) T : A -+ R2 : (r,0) (x(r, 0),y(r, 0)) = este injectiva , T(A) = D si D(x,y) dX (r,0) dx (r,0) cos 0 —r sin 0 D(r, 0) dy ( 0, 1 D : v 188 Elemente de Analiza Matematica obținem A D(x,y) D(u, v) T (A) 2 2 dudv = - / du -a — dv = -(5\/2 — 6) Zj Jv\v 3V 7 1 1 D x 7 3 Formula lui Green 7 3 1 Definiție Prin drum de clasa C1 pe porțiuni se înțelege o aplicație continuă Y : [a, b] —> r2, Y(t) = (^(t),'f(t)) cu y' = (^/,^/) continua pe porțiuni 7 3 2 Fie D c R2 un domeniu compact a carui frontieră este imaginea unui drum de clasa C1 pe portiuni si fie F : D —> R2, F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) o functie continua Vom utiliza notatia / P(x,y) dx + Q(x,y) dy JdD pentru integrala curbilinie a lui F de-a lungul frontierei lui D parcurse în sens direct (cu domeniul în stanga) 7 3 3 Teoremă (Formula lui Green) Fie D c R2 un domeniu compact, simplu în raport cu ambele axe si a carui frontiera este imaginea unui drum de clasa C1 pe Integrale duble 189 porțiuni Dacă funcția continuă F : D —> R2, F(x,y) = (P(x, y), Q(x, y)) este astfel Incat exista si dQ continue ne D atunci eobe usbjev inbcab vxi/s/U dy dx cum/nuc pe abunci f ff |"dQ dP j P (x,y) dx + Q(x,y) dy = jj (X,V^ ~ ~dy ^) dx dy Demonstrare Domeniul D fiind simplu în raport cu axa Ox, există un interval [a, b] și funcțiile continue f : [a, b] —> R, de clasa C1 în (a, b) astfel încat D = { (x, y) | a (x) R2, Y2 : —> R2, 73 : [a, b] —> R2, 74 : —> R2, Prin calcul direct obtinem fdD P (x, y)dx direct se compune din drumurile Y1(t) = (t,^(t)) Y2(t) = (b, (1 - t)^(b) + tf(b)) 73(t) = (a + b - t, f (a + b - t)) Y4(t) = (a, (1 - t)f(a) + t R2, Y(t) = (a cos t, b sin t) obțtinem 1 f 1 f2n aria(D) = - / xdy — ydx = - / [ab cos21 + ab sin21] dt = abn 2 JdD 2 Jo 7 3 6 Exercițiu Să se calculeze / y2 dx + x2 dy unde D = { (x,y) | x2 + y2 0 } JdD Rezolvare Utilizand formula lui Green si apoi coordonate polare obtinem fdD y2 dx + x2 dy = 2 ffD(x — y) dxdy = 2 jQ d0 Jq (r cos 0 — r sin0)rdr = 2 fon(cos 0 — sin 0)d0 L1 r2 dr = 3(sin 0 + cos 0)|n = — 3 O ' J d O 3 ' zio 3 Integrale duble 191 7 4 Integrale curbilinii în plan independente de drum 7 4 1 Orice drum 7 : [a, b] —> R2 este echivalent cu drumul 71 : —> R2, Yi(t) = y((1 - t)a + tb) Fara a restrânge generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe 7 4 2 Definiție Fie D C R2 un domeniu si Yo, 7 : —> D două drumuri de clasa C1 din D cu aceleași extremitati, adica astfel încat 70(0) = 7(0) si 70(1) = 7(1)-Spunem că drumul 7 se poate deforma continuu în 70 făra a iesi din D daca există o aplicatie continuă g : x —> D astfel încat: 1) g(t,0) = 7o(t), 2) g(t,1) = 7(t), 3) g(0,s)= 7o(0), 4) g(1,s)= 7o(1), oricare ar fi t E oricare ar fi t E oricare ar fi s E oricare ar fi s E 7 4 3 Definiție Un domeniu D C R2 cu proprietatea ca orice doua drumuri din D cu aceleasi extremităti se pot deforma continuu unul în altul fară a iesi din D este numit domeniu simplu conex Intuitiv, D este un domeniu “fara gauri” 192 Elemente de Analiza Matematica 7 4 4 Teoremă Daca D c R2 este un domeniu simplu conex și F : D —> R2, F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)') este o aplicație de clasa C1 atunci următoarele afirmații sunt echivalente: a) Oricare ar fi drumul închis de clasa C1 pe porfiuni Y[a, b] —> D avem / P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 A b) Dacă 7o si Y1 sunt doua drumuri din D cu aceleasi extremități atunci / P(x,y) dx + Q(x,y) dy = / P(x,y) dx + Q(x,y) dy Ao Jyi c) Exista o functie $ : D —> R de clasă C2 astfel încat p (x,y) = dx (x,y), Q(x,y) = (x,y) oricare ar fi (x,y) E D d) Are loc relatia ^—(x,y) = ^Q(x,y), oricare ar fi (x,y) E D dy dx Demonstrație “a) ^b)” Fie doua drumuri de clasa C1 cu aceleași extremități 70,71 : —> D, Yo(0) = Y1 (0), Yo(1) = 71(1)- Compunand Y0 cu opusul drumului y1 (a se vedea pag 172-6) rezulta drumul închis [n 1] , n ( ) / Y0(2t) daca t E 1 Y1(2- 2t) daca t E [ 2, 2] și avem J70P(x, y) dx+Q(x, y) dy -J^P(x, y) dx+Q(x, y) dy — fYP(x, y) dx+Q(x, y) dy — 0 “b)^c)” Fie (x0,y0) E D un punct fixat si fie r(x,y) 7: D —> R, $(x,y) — / P(x,y) dx+Q(x,y) dy d(xo,yo) unde r(x,v) r / P(x,y) dx+Q(x,y) dy — P(x,y) dx+Q(x,y) dy J(xo,yo) Yz y') si Y(x,y): —>D este un drum arbitrar cu Y(x,y) (0) — (x0, y0) si Y(x,y)(1) — (x,y) Calculând $(x + h,y) cu ajutorul drumului rezultat compunand Y(x,y) cu drumul liniar y : —> D, y(t) — (x + th, y) obtinem (a se vedea figura 7 2 ) Integrale duble 193 r rx+h $(x+h, y) — $(x,y) = P(x,y) dx+Q(x,y) dy = / P(t,y) dt Jy Jx Conform teoremei de medie (pag 147-30) există între x si x + h astfel încat f P(t,y) dt = hP«,y) x și prin urmare dl(x y) = lim $(x + ' ~ $ = lim P(U) = P(x, y) Similar se arată ca (x,y) = Q(x,y) Din P,QGC 1(D) rezultă $GC2(D) “c)^d)” Utilizam teorema lui Schwarz (pag 112-18) Deoarece $ GC2(D) avem dP d2 $ d2 $ dQ -&y(x’y)=ăyăx(x'y)= (x'y)=dx(x'y)- oricare ar" (x-y>GD “d)^a)” Utilizăm formula lui Green Fie 7 : —> D un drum închis de clasa C1 si fie Dy domeniul a carui frontiera este 7 Deoarece DY c D avem r rr / dQ dP \ P(x,y) dx + Q(x,y) dy = — — \dxdy = 0 Jy JJd^\ dx dy J 194 Elemente de Analiza Matematica 7 5 Integrale duble improprii 7 5 1 Pe parcursul acestei secțiuni vom considera doar domenii ale planului cu proprietatea că orice parte finită a frontierei este imaginea unui drum de clasa C1 sau o reuniune finita de astfel de imagini 7 5 2 Definiție Fie D C R2 un domeniu nemarginit si fie (Dn)n>1 un sir de domenii compacte conținute în D Spunem ca sirul (Dn)n>1 epuizează pe D daca pentru orice multime compactă K C D există nK € N astfel încat K C Dn , oricare ar fi n > nK ■ Șirul (Dn)n>1 este numit crescător dacă Dn C Dn+1, oricare ar fi n > 1 7 5 3 Definiție Fie D C R2 un domeniu nemarginit si f : D —> R o functie integrabila pe orice domeniu compact K C D Spunem ca functia f este integrabilă daca pentru orice sir crescator (Dn)n>1 care epuizează pe D sirul \-J-J Dn / n>1 este convergent si daca limita lui nu depinde de sirul (Dn)n>1 ales Valoarea acestei limite este numită integrala lui f pe D si se utilizeza notatia // f(x,y) dxdy = lim // f (x,y) dxdy JJD n JJDn 7 5 4 Teoremă Fie D C R2 un domeniu nemarginit si f : D —> R o funcție integrabilă pe orice domeniu compact K C D Dacă f(x,y) > 0, oricare ar fi (x,y) € D si dacă există sir crescător (Dn)n>1 care epuizează pe D pentru care sirul \ v 7 Dn este mărginit atunci f este integrabilă Demonstratie Fie M > 0 astfel încat / / f (x, y) dxdy 1 Dn si fie (Dm)m>1 un alt sir crescator care epuizează pe D Oricare ar fi m > 1 exista m1 > 1 astfel încat D'm C Dm/ si avem Integrale duble 195 ■JiDm ceea ce arată că sirul 1 f (x,y) dxdy i este mărginit Șirurile crescătoare si mărginite fiind convergente, există limitele lim / / f (x, y) dx dy si lim // f (x, y) dx dy n^^JJDn m^JJDm Plecând de la (Dn)n>1 si (D'm)m>1 generam un sir crescator care epuizeaza pe D de forma D1 C Dm 1 C Dn1 C Dm2 C Dn2 C Dm3 C Deoarece sirul crescător si marginit // f (x,y) dxdy 0 Șirul de discuri unde Dn = { (x, y) G R2 | x2 + y2 1 An —> Dn : (r, 0) (r cos 0, r sin 0) (coordonate polare) unde An = x , obtinem !TDn e—x2 —y2 dx dy =JJAn e—r2 rdrd0 = f^dr e—r2 r d0 = 2n Jon e—r2 rdr = n(1 - e—n2) Si lim II e x2 y2 dxdy = n n^JJDn 196 Elemente de Analiza Matematica Alegând însă un alt șir crescător care epuizează R2 și anume (Dn )n>1 unde Dn = [—n, n] x [—n, n] obținem relația din care rezulta e-x2dx e dx = lim [[ e-x2-y2 dxdy = e-x2-y2 dy = -y2 dx dy = x2 e x lim n^^ n^ R3, S(u, v) = (S1(u, v), S2(u, v),S3(u, v)) definita pe un domeniu compact D c R2 cu proprietatea că rang t®(« ») dă- ® (u,v) (» v) ® (» v) - / = 2, oricare ar fi (u, v) E D 8 1 3 Exemplu Panza netedă S : x —> R3, S (0,^) =(S1 (0pp),S2(0,^),S3 (0,^)) = (x0 + R sin 0 cos y0 + R sin 0 sin z0 + R cos d) reprezinta o parametrizare a sferei de raza R si centru (x0,y0,z0) 197 198 Elemente de Analiza Matematica 8 1 4 Fie S: [a, b]x[c, d] —>R3, S(u, v) = (Si(u, v),S2(u, v), S3(u, v)) o pânză netedă Ea este o parametrizare a unei suprafețe S Pentru (uo, vo) G [a, b] x [c, d] fixat, Yu : [a, b] —> R3, Yu(t) = S(t,vo) = (Si(t, vo), S2(t, vo), S3(t, vo)) Yv : [c, d] —> R3, Yv(t) = S(uo,t) = (Si(uo,t), S2(uo,t), S3(uo,t)) reprezintă drumuri pe suprafata S Ele trec prin punctul S(uo, vo) si vectorii tangentei Tu(uo,vo) = dtYu(uo) = (yu(uo,vo), Yu(uo,vo), Yu (uo,vo)) Tv(uo,vo) = dtYv(vo) = (uC,vo), YV (uo,voL YV (uo,vo^ determina planul tangent la S în S(uo,vo) In particular, produsul lor vectorial N(uo ,vo) = Tu(uo ,vo) x Tv (uo, vo) = YV (uo,vo) YV (uo,vo) I k YV(uo,vo) Yu (uo,vo) YV (uo,vo) YV (uo,vo) YYT(uo,vo) YV(uo,vo) YV(uo,vo) YV(uo,vo) YV (uo,vo) yV(uo,vo) cu coordonatele (A(uo,vo),B(uo,vo),C(uo,vo)) definite prin relațiile 4/ \ D(S2,S3)^^țj/ x D(S3,S1) / x SY/ x D(S1,S2) [ \ A(uo,vo) = A/ \ (uo,vo), B(uo,vo)= AZ 1 (uo,vo), C(uo,vo)= AZ 2 (uo,vo) v o ° D(u,v) v o o'i v o o D(u,v) v o o^ v o o D(u,v) v o oy este un vector perpendicular pe planul tangent la suprafata S în punctul S(uo,vo) YV(uo,vo) yV(uo,vo) NV(uo,vo) YV(uo,vo) k VT(uo,vo) YÎE(uo,vo) i + j + 8 1 5 Fiecarei diviziuni Integrale de suprafața 199 A = {[ui, Ui+i] x [vji = j = 0,k - 1 a dreptunghiului [a, b] x [c, d] obținute plecând de la o diviziune d — {ui}i=0,n—1 , a — u0 R3 se Intelege numărul aria(S) = y/A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v) du dv notațiile fiind cele prezentate la pag 198-4 8 1 7 Daca unghiul dintre vectorii a, b E R3 are măsura a atunci a • b = ||a|| • ||b|| cos a, ||a x b|| = ||a|| • ||b|| sin a țsi are loc relațtia ||a xb||2 + (a -b)2 = ||a||2 ||b||2 Notand E(u, v) = ||Tu(u,v)||2, F(u,v) = ru(u,v) • r„(u,v), G(u,v) = ||Tv(u, v)||2 din ||r„(u,v) X tv(u,v)||2 + (r„(u, v) • Tv(u,v))2 = ||r„(u,v)||2 ||Tv(u,v)||2 rezultăa relațtia A2(u, v)+B2(u, v)+C2(u, v) = ||tu(u, v) x rv(u, v)||2 = E(u, v) G(u, v)-F2(u, v) adica avem aria(S) = ii E(u, v) G(u, v) - F2(u, v) du dv 8 1 8 Exemplu în cazul sferei S : X —> R3, S(0,^) =(S1(0,p),S2(0,p),S3(0,^)) = (x0 + R sin 0 cos y0 + R sin 0 sin z0 + R cos 0) avem Integrale de suprafața 201 tq(0,p) = (R cos 0 cos p, R cos 0 sin — R sin 0) 1^(0, p) = (—Rsin 0 sin p, R sin 0 cos p, 0) si E(0,p) = R2, F (0,p) = 0, G(0,p) = R2 sin2 0 Rezultă că rn r2n rn r2n aria(S)= / d0 / R2 sin 0 dp = R2 sin 0d0 dp = 4nR2 J0 J0 J0 J0 8 1 9 In cazul unei pănze materiale S: [a, b] x [c, d] —> R3 cu densitatea (de exemplu, în g/cm2) descrisa de o funcție continuă q : {S(u, v) | (u, v) G [a, b] x[c, d] } —>R, masa panzei poate fi aproximata folosind o diviziune A suficient de fina cu ajutorul sumei n—1k—1 EE g(S(ui, Vj))^/A2(ui, Vj)+B2(ui, Vj)+C2(ui, Vj) (ui+i — Ui)(vj+i — Vj) i=0 j=0 8 1 10 Definiție Fie S : D —> R3 o panza neteda si f : {S(u, v) | (u, v) G D} —> R o aplicatie continuă Prin integrala funcției f pe suprafața S se întelege integrala JJ f (x,y,z) da = JJ f (S(u, v)) \/A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v) dudv S D = JJ f (S(u, v)) y/E(u, v) G(u, v) — F2(u, v) dudv D 202 Elemente de Analiza Matematica 8 1 11 Definiție Spunem că pânzele netede S : D —> R3 și S : D —> R3 sunt echivalente dacă există o bijectie D —>D : (u,v) (^>(u, v), h(u, v)) de clasă C1 cu D(^, h) (u v) / 0 si S(u V) — ^(m(u V) h(u V)) ( ) ( tu, V) = O si rA ( tu, V ) rA (( tu, V) , CP ( tu, V)) oricare ar fi (u,v) G D 8 1 12 Relația definita este o relație de echivalența care permite împărtirea multimii tuturor panzelor netede în clase de echivalenta Clasele de echivalenta rezultate sunt numite suprafețe Panzele corespunzatoare unei suprafete sunt numite parametrizari Se poate arata ca integrala unei functii f definite pe o suprafata nu depinde de parametrizarea aleasa, adica în cazul în care S si S sunt echivalente avem yf (x, y,z) da = jj f (x, y, z) da s S 8 2 Integrala de suprafață de al doilea tip 8 2 1 Fie S : [a, b] x [c, d] —> R3 o pânza netedă traversata de un fluid cu viteza la nivelul suprafeței descrisa de campul vectorial V : S([a, b] x [c, d]) —> R3 Vectorul V(U, V) = (Vi(u,v),V2 (u,«) V3(u,v)) = , (A(U'V)'B 'C (u'v)) A2 (u, v) + B 2(u, v) + C 2(u,v) reprezinta versorul normalei la suprafața S în punctul S(u, v) Cantitatea de fluid care traverseaza suprafata S în unitatea de timp (fluxul) se poate aproxima alegand o diviziune A a dreptunghiului [a, b] x [c, d] cu norma suficient de mica prin suma n-1k-1 EE V (S (ui, Vj)) -v(uj, Vj )^ A2 (ui, Vj)+B 2 (ui, Vj)+C 2 (ui, Vj )(ui+i-uj)(vj+i-Vj) i=0 j=0 8 2 2 Definiție Fie S : D —>R3 o panza netedă si un camp vectorial continuu F : S(D) —> R3, F(x, y, z) = (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) Integrala de suprafața a câmpului vectorial F pe suprafața S, notată cu [[ F • Vda sau Pdydz + Qdzdx + Rdxdy S Integrale de suprafața 203 Figura 8 4: Integrarea unui câmp vectorial V definit pe o suprafață S se definește prin relatia F • vdv [p[P(S(u, v)) A(u, v) +Q(S(u,v)) B(u, v) + R(S(u,v)) C(u, v)] dudv S D 8 2 3 Definiție Spunem ca panzele netede S:D —>R3 și S:D —>R3 sunt echivalente cu păstrarea (respectiv, schimbarea) orientării daca exista D —>D: (u,v)(p(u,v),^(u,v)) bijectiva de clasa C1 cu D(ip,F) ( D(ip,F) \ — (u v) > 0 l respectiv - — (u v) R3 si S : DD —> R3 sunt echivalente cu păstrarea (respectiv, schimbarea) orientării si F : S(D) —> R3 este continua atunci respectiv S S S 204 Elemente de Analiza Matematica 8 3 Formula lui Stokes 8 3 1 Definiție Prin rotorul campului vectorial de clasa C1 F : Q —> R3, F(x, y, z) = (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) definit pe un domeniu Q C R3 se Intelege campul vectorial - - /dR dQ dP dR dQ 9F' rot /' : Q -R , rOTF = I — — , — -— , — — \ dy dz dz dx dx dy, 8 3 2 Formal, rot F este produsul vectorial dintre operatorul V = (dx, dy, dz Vx F = i r k d d d dx dy dz P Q R dR dQ\? (dP dR\? f dQ dP\ - - o I1 + \V -Ti- -! + \V-d/k = rot F dz ) \dz dx ) \dx dy f dy 8 3 3 Lemă Fie D CR2 un domeniu pentru care are loc formula lui Green și S : D —> R3, S(x,y) = (x,y,h(x,y)) o suprafața mărginită de curba dS Daca F este un camp de clasa C1 de forma F :Q —> R3, F(x,y,z) = (P(x,y,z), 0, 0) definit pe un domeniu Q ce include suprafata S atunci / F • dr = // rot F -uda JdS JJS Demonstratie Fie [a, b] —> R2 : t ( R3, Y(t) = S(^(t),fi(t)) = (^(t),fi(t), h(^(t),fi(t))) Deoarece rotF = (o dP■ -dP) ■ (A'B,C) = (-dh, -dh,0) utilizand formula lui Green obtinem Lds F • R3, F(x, y, z) = (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) este un camp vectorial de clasa C1 definit pe un domeniu Q ce include S atunci / F • dr = // rot F • V da JdS JJS Demonstratie Se utilizează lema plecând de la descompunerea (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) = (P(x, y, z), 0,0)+(0, Q(x, y, z), 0)+(0,0, R(x, y, z)) 8 3 5 Formula lui Stokes se poate extinde la suprafețe care pot fi descompuse în unele de tipul celor din teorema In notatii alternative formula devine f „ , , ff f dR dQ X , f dP dR X , f dQ dP X , , / Pdx+Qdy+Rdz II — -— dydz+ — -— dzdx+ — -— dxdy JdS JJs\ dy dz J \dz dxj \dx dy J 8 4 Integrale curbilinii în spatiu independente de drum 8 4 1 Teoremă Dacă Q C R3 este un domeniu simplu conex si F : Q —> R3, F(x, y, z) = (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) este o aplicafie de clasă C1 atunci următoarele afirmafii sunt echivalente: a) Oricare ar fi drumul închis de clasă C1 pe porțiuni g[a, b] —> Q avem / P dx + Q dy + R dz = 0 A b) Dacă 7o §i Y sunt două drumuri din Q cu aceleași extremităti atunci / P dx + Qdy + Rdz = ! P dx + Qdy + Rdz Jy Jyo c) Există o functie $ : Q —> R de clasă C2 astfel încat în Q d $ d$ d $ P (x,y,z) = — (x,y,z), Q(x,y,z) = — (x,y,z), R(x,y,z) = — (x,y,z) 206 Elemente de Analiza Matematica d) Au loc în Q relațiile dR dQ dp dR dQ dP dy dZ dz dx' dx dy ’ Demonstrație Este similară cu demonstrația prezentată la pag 192-4 In loc de formula lui Green se utilizeaza formula lui Stokes Capitolul 9 Integrale triple 9 1 Definiție si proprietăți 9 1 1 Integralele triple pot fi definite și studiate bazându-ne pe analogia cu integralele duble Vom prezenta doar cateva definitii si rezultate 9 1 2 Definiție Fie paralelipipedul A = [a, a'] x [b, b1] x [c, C] Plecand de la o diviziune a intervalului [a, a'] $ = {xi }i=0n a = xo R o funcție definită pe paralelipipedul A, A = {Aijk } i = ȚȚn o diviziune a lui A și fie {(j, j, Zijk)} i = rm un sistem de puncte j = 1,m j = 1,m k = 1,p k = 1,p intermediare asociat diviziunii, adică astfel încăt (țjk,nijk,Cijk) E Aijk, oricare ar fi i, j, k Prin suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte intermediare {(țjk,yijk,Zijk)} se Intelege numarul n m p 7M f- {(țijk, ^ijk, Cijk)}) f (țijk, dijk, Cijk)(xi -xi—1)(yj -yj-1)(zk -zk-1)- i=1 j=1k=1 9 1 4 Definiție Spunem ca funcția f : A —> R este integrabila (Riemann) pe A daca exista un numar If E R cu proprietatea ca pentru orice £> 0 exista v> 0 astfel încat relația |7A (f, {(țijk ,dijk ,Cijk)}) - If | R este integrabila §i a E R atunci functia af este integrabila si (a f )(x,y,z) dxdydz = a f (x,y,z) dxdydz b) Daca f,g : A —> R sunt integrabile atunci functiile f ±g sunt integrabile si ffj± g)(x,y,z) dx dy dz f(x,y, z) dx dy dz ± g(x, y, z) dx dy dz A Demonstratie Este similara celei prezentate în cazul integralei simple (pag 139-6) Integrale triple 209 9 1 7 Propoziție a) Daca f: A —> R este integrabila si f (x,y,z) > 0 oricare ar fi (x,y,z) E A atunci f (x,y,z) dxdydz > 0 b) Daca f,g: A —>R sunt integrabile si f (x, y, z) R este integrabila atunci R este integrabila atunci este marginita Demonstratie Este similara celei prezentate în cazul integralei simple (pag 140-11) 9 1 9 Teoremă Fie paralelipipedul A = [a, a'] x [b, b'] x [c, c'] Dacă f : A —> R este integrabila, functia [b, b1] x [c, c'] —> R : (y, z) f (x, y, z) este integrabila pe dreptunghiul D = [b, b'] x[c, c'] oricare ar fi x E [a, b] si daca functia [a, a'] —> R : x $ f (x,y,z) dy dz ■b este integrabila pe [a, b] atunci f (x,y,z) dxdydz Demonstratie Este similara celei prezentate în cazul integralei duble (pag 179-15) 9 1 10 Teoremă Orice functie continua f : A —> R este integrabila Demonstratie Este similara celei prezentate în cazul integralei simple (pag 145-25) 9 1 11 Definiție Spunem despre o mulțime V C R3 ca are volum nul dacă pentru orice e > 0 multimea V poate fi acoperita cu o familie de paralelipipede avand suma volumelor mai mica decat e 210 Elemente de Analiza Matematica 9 1 12 Imaginea unei unei pânze netede are volum nul și se poate arăta că orice funcție f : [a, a1 ] x [b, b'] x [c, C] —> R continua cu excepția imaginilor unui număr finit de panze netede este integrabila 9 1 13 Daca f : Q —> R este o functie continua definită pe un domeniu marginit Q cu frontiera formată dintr-un numar finit de panze netede atunci functia f (x,y,z) daca (x,y,z) GQ f : [a, a'} x [b, b'] x [c, cz] —> R, f(x, y, z) = R sunt functii continue, de clasa C1 în D 9 1 15 Propoziție Daca funcția f : Q —> R definita pe domeniul simplu în raport cu planul xOy Q = { (x,y,z) | (x,y) G D, R3, T(u, v, w) = ( R este o funcție continua atunci III f (x, y, z) dx dy dz=111 f (p(u, v, w),,f(u, v, w), x(u, v, w)) T(Q) Q D(P,^,X) D(u, v, w) du dv dw 9 2 Formula Gauss-Ostrogradski 9 2 1 Definiție Prin divergența câmpului vectorial de clasă C1 F : Q —> R3, F(x, y, z) — (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) definit pe un domeniu Q C R3 se înțelege câmpul scalar div F :Q -+ R, divF — dP + dQ + dR dx dy dz 9 2 2 Formal div F este nrodnsnl scalar dintre oneratornl V7— i -d 4 4 -L ui inai, m v i este pioousui scaiaioiiiLie opei a toi ui v — i dx , dy, dz y * dP dQ dR „ * V drv F = ——I ——I —— = V- F dx dy dz 9 2 3 Lemă Daca Q — {(x, y,z) | (x,y) G D, ^(x,y) R3, F(x,y,z) — (0,0,R(x,y,z)) atunci are loc relatia // F • v da — divF dv JJdQ JJJq unde V este versorul normalei exterioare Demonstratie Pe fata {(x,y,^(x,y)) | (x,y) G D} avem V(x n) — I 1W a ll2 i f2 i i V(x,y) — (^-ox,-dy, q/ y +1 212 Elemente de Analiza Matematica iar pe fața {(x,y,p(x,y)) | (x,y) GD} normala exterioară este V(x y) = C M &V 1> / / dz dv = JJD \Jp(x,y) dz (x,y,z) dz) dx dy = ffD[R(x,y,^(x,y)) R(x,y,^(x,y))] dxdy 9 2 4 Teoremă (Formula Gauss-Ostrogradski) Daca Q C R3 este un domeniu simplu in raport cu cele trei plane de coordonate si daca F : Q —> R3, F(x, y, z) = (P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) este un camp vectorial de clasa C1 atunci are loc relatia II F • v da = III div F dv JJdQ JJJ C : (x, y) x + yi este un izomorfism care permite identificarea celor doua spatii vectoriale si conduce la o reprezentare geometrica naturala a numerelor complexe în plan (planul complex) 10 1 2 Relatia i2 = —1 permite definirea unei operatii suplimentare pe C (x + yi)(x' + y'i) = (xx' — yy') + (xy' + yx')i numita înmulțirea numerelor complexe Multimea C considerată împreuna cu operațiile de adunare si înmultire a numerelor complexe este corp comutativ In particular, fiecare numar complex nenul admite un invers 213 214 Complemente de Matematica 1 (x + yi) x + yi x — yi x2 + y2 x2 + y2 x2 + y2 1 x y Figura 10 1: Conjugatul unui număr complex 10 1 3 Definiție Fie z = x + yi un numar complex Numarul Re z = x se numește partea reală a lui z Numarul Im z = y se numește partea imaginară a lui z Numarul z = x — yi se numește conjugatul lui z Numarul |z| = a/x2 + y2 se numește modulul lui z 10 1 4 MATHEMATICA Re[x+y I], Im[x+y I], Abs[x+y I], Conjugate[x+y I] In :=I i—— Out =i In :=Sqrt [-4] — In : = (3+2 I)*2 — In : = (3+2 I)/(5-I) — Out =2i Out =5+12i Out = 2 + 2 In : =Re In :=Im In :=Abs Out =3 Out =4 Out =5 In :=Conjugate i—— Out =3-4i 10 1 5 Propoziție Relațiile zi ± z2 = zi ± z2 zi z2 = zi z2 (zn) = (z)n |z| = |z| |z|2 = zz (z) = z Re z = Im z = Z-Z z = Re z+i Im z au loc oricare ar fi numerele complexe z1, z2 și z Demonstrație Relațiile rezulta direct din definiție (pag 214-3) 10 1 6 Oricare ar fi p si fi avem Elemente de analiza, complexa 215 (cos + i sin +^) + isin(^>+^) Utilizand notatia lui Euler ei4 = cos t + i sin t relația anterioară devine e'7 eip = ei(^+p) 10 1 7 Pentru orice număr nenul z = x+yi exista arg z G (—n,n] încat z = |z|(cos(arg z) + isin(argz)) = |z| eiargz Figura 10 2: Modulul și argumentul unui numar complex Numarul arg z, numit argumentul principal al lui z = x+yi, este arg z = 10 1 8 MATHEMATICA Arg[x+y In :=Arg[-1] i—— Out =n arctg x n + arctg X —n + arctg X dacaă dacaă dacaă dacaă dacaă I] , N [Arg [x+y In :=Arg I]] 0 y y y y > Vx2 = |x| |x + yi| = Vx2 + y2 > \/y2 = |y| iar relația Vx2 + y2 R |z| = |x + yi| x2 + y2 este o norma pe spațiul vectorial real C, iar d : C x C —> R d(zi,z2) = |zi - z21 = a/(zi - x2)2 + (yi - y2)2 este distanța asociată Elemente de analiza complexa 217 Demonstrație Oricare ar fi numărul complex z = x + yi avem |z| Vx2 + y2 > 0 Si |z| = 0 R, ||(x,y)|| = Vx2 + y2 atunci ||(x,y)|| = -/x2 + y2 = |x + yi| ceea ce arată ca aplicatia liniara R2 —> C : (x, y) x + yi este un izomorfism de spatii vectoriale normate care permite identificarea spațiilor normate (R2, || ||) si (C, | |) Daca se are în vedere doar structura de spațiu vectorial normat, spațiile (R2, || ||) si (C, | |) difera doar prin notațiile utilizate Distanța d(z1,Z2) = |Z1 - Z21 = a/(z1 - x2)2 + (y1 - y2)2 dintre două numere z1 = x1+y1i si z2 = x2+y2i în planul complex corespunde distantei dintre punctele corespunzatoare din planul euclidian (a se vedea Fig 10 4 ) d((x1,y1), (x2,y2>) = V(Z1 - x2)2 + (y1 - y2)2 218 Complemente de Matematica Figura 10 4: Distanța dintre două puncte 10 1 13 In planul complex: |z1 — z2| = distanta între z1 si z2 |z| = |z — 0| = distanta între z si origine Fie a G C fixat si r > 0 Multimea Br(a) = { z | |z — a| 0 astfel încat M C Br(a) 10 1 15 Exercițiu Multimea M este mărginita daca si numai daca exista r>0 astfel încat |z| 0 astfel încat Br(a) c D Spunem că despre o multime F C C ca este închisă daca multimea C—F este deschisa Elemente de analiza complexa 219 10 1 17 Exemple a) Discul Bi (0) este mulțime deschisă b) Semiplanul { z | Im z> 0 } este mulțime deschisa c) Orice mulțime finita F C C este o multime închisa d) Semiplanul { z | Re z > 0 } este multime închisa 10 1 18 Definiție O multime K C C este numită mulțime compacta daca este închisa și marginita 10 1 19 Exercițiu Sa se arate ca relatiile a) |zi z21 = |zi| |z2| b) | |zi| - |z2| | 0 este convergent la a și scriem lim Zn = a n^tt daca lim |Zn - a| = 0 n^tt 10 2 2 Din relatia ixn - a| 1 ? 0 este convergent daca și numai daca șirurile de numere reale (Re Zn)n>0 și (Im Zn)n>0 sunt convergente și lim Zn = lim Re Zn + i lim Im Zn n^tt n^tt n^tt 10 2 3 Exemplu lim n^tt 1 1 +— n lim n^tt n + 1 1n + i lim 1 +— = 1 + ei n^tt \ n ) n n + 1 + i Elemente de analiză complexă 221 10 2 4 MATHEMATICA: Lim[z[n] ,n->Infinity] Out[l]=l Out =e Out = l+ie In[l] :=Lim[n/(n+l) ,n->Inf inity] In :=Lim[(l+l/n)~n,n->Infinity] In :=Lim[n/(n+l)+I (1+1/n)~n,n->Infinity] Figura 10 8: Șir mărginit convergent 10 2 5 Definiție Un șir (Zn)n>o este mărginit dacă există r>0 astfel încât |-Zn| 0 10 2 6 Din relația |Ui| 1 ? o este mărginit dacă și numai dacă șirurile de numere reale (91e ^ra)ra>o și (3m ,?ra)ra>o sunt mărginite 10 2 7 Exercițiu Să se arate că а) \z\ oc б) \z\ oo n->oo Figura 10 9: Mulțimea numerelor z cu proprietatea |z| o are limita infinita, lim zn = oc dacă lim |zn| = 10 2 9 Dacă |,î| > 1 atunci lim z1 10 3 Functii complexe de variabilă complexă 10 3 1 Prin funcție complexă se înțelege orice funcție cu valori complexe 10 3 2 Definiție Spunem că funcția reală de variabilă reală este derivabilă in punctul xo € (a, &) dacă există și este finită limita /(lo) = hm - /(*») ,-iw To X — Xo numită derivata, funcției / in punctul xo • Elemente de analiza complexa 223 10 3 3 Derivatele unor functii reale de variabilă reală Funcțtia Derivata Domeniul Conditii f: R —> R f (x) = c f '(x) = 0 R f: R —> R f (x) = xn f '(x) = nxn-1 R n G N* f: (0, w) —> R f (x) = xa f z(x) = axa-1 (0, w) a G R f: R* —> R f (x) = 1 f '(x) = - X R* f: [0, w) —> R f (x) = y/x f/(x) = (0, w) f: [0, w) —> R f (x) = ț/x f ' - n S-X=-T (0, w) n G 2N* f: R —> R f (x) = ț/x f (x) = n n/xn-î R* nG2N+1 f: (0, w) —> R f (x) = ln x f /(x) =1 (0, w) f: R —> R f (x) = ax f z(x) = ax ln a R 0 R f (x) = ex f z(x) =ex R f: R —> R f (x) =sin x f z(x) = cos x R f: R —> R f (x) =cos x f z(x) = - sin x R f: R—(n2+Zn) R f (x) = tg x f '(x) = —1— R - 2+Zn) f: R-Zn —> R f (x)=ctg x f'(x) = - șș^x R - Zn f: [-1,1] —> R f (x)=arcsin x f'(x) = (-1, 1) f: [-1,1] —> R f (x)=arccos x f/(x)= y/1b (-1, 1) f: R —> R f (x) =arctgx f/(x) = 1+h R f: R —> R f (x)=arcctgx f '(x) = - î+h R f: R —> R f (x) =sh x f z(x) =ch x R f: R —> R f (x) =ch x f z(x) =sh x R 10 3 4 Definiția anterioară nu poate fi extinsă direct la funcțiile de două variabile f : D C R2 —> R deoarece relațtia Pf A , f (x,y) - f (xo,yo) f (x0,y0) = lim — — (x,y)^(xo,yo) (x,y) - (xo,yo) este fara sens, împartirea cu vectorul (x-x0, y-y0) = (x, y)-(x0, y0) nefiind definită Posibilitatea împarțirii cu un număr complex nenul permite Insa definirea deri-vabilitatii unei functii de variabila complexa urmand direct analogia cu cazul real 10 3 5 Definiție Fie D C C o multime deschisă Spunem ca funcția complexa f : D > C 224 Complemente de Matematica este C-derivabila (sau olomorfa) în punctul z0 G D daca exista și este finita limita f 7z0) = lim f (z) - f (zo) Z^ZQ z — zo numită derivata funcției f în punctul z0 In loc de f Z(zo) scriem uneori f (z0) 10 3 6 Exemplu Funcția f : C -C, f (z) = z3 este C-derivabila în orice punct z0 G C 33 f'(zo) = lim 0 = z^zq z — zo si f '(z) = 3z2, adică avem (z3)' lim (z2 + zoz + z0) = 3z2 Z^ZQ = 3z2 i + n+1i n n+1 TT Figura 10 10: Funcția f (z) = z nu este C-derivabila în z0 = 1 10 3 7 Funcția f : C —^ C, f (z) = z nu este C-derivabila în z0 = 1 deoarece limita lim z+1 z — 1 1 nu există Alegand sirul zn = n+1 cu limn^x zn = 1 obtinem 1 lim zn n^x zn =1 1 dar alegând sirul zn = 1 + n+1 i cu limn^x zn = 1 obtinem 1 1 lim zzn — 1 n^x zn — Elemente de analiza complexa 225 10 3 8 Bazându-ne pe identificarea lui C cu R2 C —> R2 : x + yi (x, y) putem descrie orice funcție complexa de o variabila complexa f : D C cu ajutorul a doua funcții reale de cate doua variabile reale f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y) i unde u = Re f : D —> R este partea reala a lui f v = Im f : D —> R este partea imaginara a lui f 10 3 9 Exemple a) In cazul functiei f : C -^ C, f (z) = z avem f (x + yi) = x - yi adica u(x, y) = x, v(x, y) = -y b) In cazul functiei f : C C, f (z) = z2 avem f (x + yi) = (x + yi)2 = (x2 - y2) + 2xyi Si prin urmare u(x,y) = x2 - y2, v(x,y) = 2xy 10 3 10 Conform definiției, functia f : D —> C, f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y) i este C-derivabilă în z0 = xo + y0i daca si numai dacă există si este finită limita lim f (z) - f (zo) z — zo Pentru ca 226 Complemente de Matematica f (z) - f (zo) lim -= a + pi z0 Z — Zo este necesar ca f (zo +1) — f (zo) f (zo + ti) — f (zo) lim = a + pi, lim -■ -= a + pi t——o t t——o ti adică sa aiba loc relațiile u(xo + t,yo) — u(xo,yo) , r v(xo + t,yo) — v(xo,yo) , a lim -+ lim -1 = a + pi t—o t t—o t lim u(xo,yo +t) — u(xo,yo) + lim v(xo,yo +t) —v(xo,yo) i = a + p t—o ti t—o ti echivalente cu du , , dv , , dv n du , , ~(xo,yo) = a = ~(xo,yo), dx(^^ = P = — dy(xo,yo)- In particular, dacă f este C-derivabilă în zo = xo+yoi atunci du dv f '(xo + yoi) = (xo, yo) + (xo, yo) i 10 3 11 Teoremă (Cauchy-Riemann) Funcția f : D —> C, f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y) i definita pe mulțimea deschisa D C C este C-derivabila în punctul zo = xo+yoi G D daca si numai daca functiile reale u : D —> R, v : D —> R sunt R-diferentiabile în (xo, yo) si verifica relatiile Cauchy-Riemann du, , dv , , du , , dv , , dx {Red, Dashed, Thick}, AspectRatio -> Automatic] Figura 10 11: Funcția logaritm natural In este inversa funcției exponențiale ex 10 3 25 Funcția exponențială reală R —> (0, oo) : x ex este bijectiva Inversa ei este funcția logaritm natural (0, oo) —> R : x Inx Elemente de analiza, complexa 231 Avem x = elnx oricare ar fi x G (0, w) In cazul complex, putem obține o relație oarecum similară z = |z| eiargz = eln |z| eiargz = eln |z|+i(argz+2kn) adevarata oricare ar fi k G Z Co z |zX /ț arg z log z n arg z ln |z| — Figura 10 12: Ramura principala logz = ln |z| +iargz 10 3 26 Definiție Fie mulțimea C0 = C—{ z | Im z = 0, Re z 0, Direction -> 1] In :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1] i—— Out =-in+Log In :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> -1] i—— Out =in+Log Exercițiu Să se arate că (logfc z)/ = 1 Rezolvare Notănd f (z) = logkz = u(x,y)+iv(x,y) obținem (x y) = „x = :lv(x y) (x y) = „y = dv(x y) dx(x,y) x2+y2 dy(x,y), dy(x,y) x2+y2 dx(x,y) Si prin urmare fRx + yi) — (x y) + i (x y) — — yi — 1 f (x + yi) = dx (x, y) ' i dx (x, y) = x2+y2 = x+yi • 10 3 30 Ramurile uniforme ale funcției putere za cu exponent complex a sunt Co C : z — za = ea logz In cazul a = 1 cu n G N* exista doar n ramuri uniforme distincte Co -— C : z — z1 = e1 logz e n (arg z+2kn) de exemplu, cele corespunzătoare lui k G{0,1, ,n — 1} 10 3 31 MATHEMATICA ComplexExpand[Sqrt[x+I y]] In : =ComplexExpand [Sqrt [x+I y] ] — Out =(x2 +y2)1/4 Cos[ 1 Arg[x+iy]]+i(x2+y2)1/4Sin[ 1 Arg[x+iy]] In :=ComplexExpand[Sqrt ] i—— Out =21/2Cos[n ]+i21/2Sin[n ] In :=N[ComplexExpand[Sqrt ] ,10] — Out = 1 098684113+0 4550898606 i In :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> 1] i—— Out =-i In :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> -1] i—— Out =i 10 3 32 MATHEMATICA ComplexExpand[(x + I y)*(1/n)] In :=ComplexExpand[(x + I y)“(1/3)] — Out =(x2+y2) CosfArg[x+liyl Ui(x2+y2) Sin [Arg[x+liyl 1 LJ'-'xy [ n [ n J 10 3 33 Exercițiu Sa se descrie ramura uniforma a functiei / z 1 5 f (z) = f cu f (1) = ei 12 Vi — z ^2 Rezolvare Pentru ca Elemente de analiza complexa 233 z 7 - G C0 i — z este necesar și suficient ca z sa apartină domeniului D = C\ = C\{ z | Re z = 0, 0 D, Y(t) = ^(t) + ^(t) i este continua daca și numai daca aplicațiile reale = Re y : [a, b] —> R, = Im y : [a, b] —> R sunt continue 234 Complemente de Matematica Demonstrație Afirmația rezulta din relația |^(t) - ^(to)| 1 > D este derivabila în punctul to G (a, b) dacă există și este finită limita Y-(to) = ta ttat0 t — to Spunem ca y este aplicație derivabila daca este derivabila în orice punct 10 4 3 In cazul unei aplicații Y : [a, b] —> D prin y'(a) și Y'(b) vom înțelege derivatele laterale Y'(a) = lim M—YY, Y'(b) = t \a t — a lim t^b Y(t) - Y(b) t-b 10 4 4 Propoziție Aplicația Y : [a, b] —> D, Y(t) = ^(t) + W) i este derivabila daca si numai daca aplicațiile reale R, = Im y : [a, b] —> R sunt derivabile si Elemente de analiza complexa 235 Y'(t') = - (t) + Demonstrație Avem Y(to) = lim Y(t) ~ Y ' = lim -(t) ~ ) + lim ^(t> ~ ' i t^to t — to t^to t — to t^to t — to 10 4 5 Definiție Fie D C C Un drum de clasa C1 în D este o aplicație derivabilă Y : [a, b] —> D cu derivata y' : [a, b] —> C continuă 10 4 6 Exemple a) Oricare ar fi z E C aplicația constanta Y : —> C, y(t) = z este drum de clasa C1 în C (numit drum punctual) b) Oricare ar fi numerele complexe z1 si z2 aplicatia Y : —> C, y(t) = (1 — t) zi + t z2 este drum de clasa C1 în C (drumul liniar ce leaga z1 cu z2) c) Oricare ar fi zo = x0 + yoi E C si r > 0 aplicatia Y : —> C, Y(t) = zo + relt = xo + r cos t + (yo + r sin t)i este drum de clasă C1 în C (numit drum circular de rază r si centru zo) Figura 10 15: Integrala complexa 236 Complemente de Matematica 10 4 7 Definiție Fie f : D —> C o funcție continuă și y : [a, b] —> D un drum de clasă C1 în D Prin integrala complexa ă funcției f de-ă lungul drumului 7 (ă se vedea Figura 10 16) se înțelege numărul [ f (z)dz = f f (Y(t)) 7/(t) dt J Y a Figură 10 16: Drumul Y(t) = e14 = cos t + i sin t 10 4 8 Exercițiu Fie funcțiă f : c* C, f (z) = 1 unde C* = C -{0} si drumul de clăsă C1 Y : —> C*, Y(t) = e14 = cos t + i sin t Să se călculeze f (z)dz •'7 Rezolvare Deoărece f (Y(t)) = 71) = e-1t si Y?(t) = ie14 obținem /• p2~ rZn / f (z)dz = / f (7(t)) Yz(t) dt = / e-1t i e14dt = 2ni Jy Jo Jo 10 4 9 In căzul unui drum puncțuăl Y(t) = z ăvem Y4(t) = 0 si prin urmăre [ f (z) dz = 0 dy oricăre ăr fi funcțiă f 10 4 10 Dăcă f (x + yi) = u(x, y) + v(x, y)i si Y(t) = ^(t) + ^(t) i ățunci Elemente de analiza, complexa 237 J7 f {z)dz = Ja6[n(^(t),^(t)) (t) - v(^(f),^(t)) (t)] df +i fa[u(P(t),^(t)) (t) + v(^(t),^(t)) V'(t)] dt Figura 10 17: Drumul liniar ce leagă 1 cu i 10 4 11 Exercițiu Calculați unde y este drumul liniar ce leaga z1 = 1 cu z2 = i Rezolvare Deoarece Y : —— C, y(t) = (1 - t)1 + ti avem relațiile f (Y(t)) = Y(t) = 1 — t — ti si Yz(t) = —1 + i din care rezultă t — ti)(—1 + i)dt = [ (—1 + 2t)dt + i [ dt = i 00 0 Y 10 4 12 MATHEMATICA: Integrala pe un drum poligonal In :=Integrate[Conjugate[z], {z, 1, I}] i—— Out =i In :=Integrate i—— Out =2in 10 4 13 Definiție Fie D C C o submulțime Spunem ca drumurile de clasa C1 Y : [a, b] —— D si Y1 : [a1, b1] —— D sunt echivalente dacă exista o aplicație bijectiva derivabilă strict crescatoare X : [a1,b1 ] —— [a,b] astfel încat Y1(s) = y(x(s)), oricare ar fi s G [a1,b1] 238 Complemente de Matematica 10 4 14 Relația definită este o relație de echivalență care permite împărțirea mulțimii drumurilor în clase de echivalența Fiecare clasă de echivalența corespunde unei curbe, elementele clasei fiind numite parametrizari ale curbei considerate 10 4 15 Propoziție Daca f : D C este o funcție continua și daca drumurile de clasa C1 7 : [a, b] —> D, 71 : [a1, b1 ] —> D sunt echivalente atunci I f (z) dz = I f (z) dz A1 adica valoarea integralei depinde de curba aleasa și nu de parametrizarea utilizata Demonstratie Folosind metoda schimbăarii de variabilăa obțtinem f71 f (z) dz = f (Y1(s)) 71(s) ds = £1 f (7(X(s))) y'(X(s)) x'(s) ds = £ f (7(t)) 7/(t) dt = J7 f (z) dz- 10 4 16 Orice drum 7 : [a, b] —> D este echivalent cu un drum definit pe si anume 7o : —> D, 7o(t) = y((1 - t)a + tb) Elemente de analiza complexa 239 10 4 17 Definiție Fie y : [a, b] —> D un drum de clasă C 1 Drumul Y : [a, b] —> D, Y(t) = Y(a + b — t) se numește inversul drumului y 10 4 18 Propoziție Daca f : D > C este o funcție continua și Y : [a, b] —> D un drum de clasa C1 în D atunci I f (z) dz = — I f (z) dz J y V y Demonstrație Utilizând schimbarea de variabilă s = a + b — t obținem J- f (z) dz = !ba f (Y(t)) W) dt = f (Y(a + b — t)) Y'(a + b — t) dt = ȚȚ f (Y(s)) Y/(s) ds = — /y f (z) dz 10 4 19 Definiție Fie D C C Prin drum de clasa C1 pe portiuni în D se înțelege o aplicație continua Y : [a, b] —> D cu proprietatea că exista o diviziune a = t0 D, Y1 = Y|[to,t1] Y2 :[t1,t2] > D, Y2 = Y|[t1,t2] Tn : [tn-1,tn] -> D, Yn = Y|[tn 1,tn] si pentru orice functie continua 240 Complemente de Matematica f : D C definim integrala complexă a funcției f de-a lungul drumului Y ca fiind r n c n c tj f (z)dz f (z)dz = ^/ f (Y(t)) 7/(t) dt ■ 'z j=i' Yj j=i' tj-1 Toate drumurile pe care le vom considera în continuare vor fi drumuri de clasă C1 pe porțțiuni țsi le numim simplu drumuri Figura 10 19: Drum de clasa C1 pe porțiuni 10 4 21 Exemplu Aplicația (a se vedea Figura 10 19) ( enit dacă Y : -^ C, 7(t) = 2t - 3 dacăa t e t e (1, 2] este drum de clasa C1 pe porțiuni în C si pentru orice funcție continua f : C -^ C avem [ f (z)dz = [ f (enit) nienitdt + [ f (2t - 3) 2dt Jy J0 J1 10 4 22 Primitivele unor functii reale de variabilă reală f: IR (I este un interval inclus în domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor) Elemente de analiza complexa 241 Funcțiă Mulțimeă primitivelor Intervălul Condiții f (x) = 1 f dx = x+C IC R f (x) = xn f xndx = n+1 xn+1 + C IC R n E N f (x) = xa f xadx = a+i xa+1 +C IC (0, X) a E R — {—1} f (x) = 1 f 1 dx = ln |x|+C I c R—{0} f (x) = ex f exdx = ex + C I c R f (x) = ax f axdx = inia ax +C I c R 0 0 f (x) /x2+a2 ff dx = ln( x+Vx2+a2 ) +C ■J vx2+a2 \ / IC R a=0 f (x) = a2 +x2 f -dx = a ărctg a + c IC R a=0 f (x) = ,2 a2 / 1 dx — 1 l n x a + C J x2 a2 dx = 2a ln x+a +C IC R — {±a} a=0 f (x) =sh x f shxdx = chx+C IC R f (x) =ch x f ch xdx = sh x+C IC R 10 4 23 Definiție Spunem că funcția f : D C definită pe o mulțime deschisă D admite primitiva în D dacă există g : D —> C funcție olomorfă cu proprietăteă gz(z) = f(z), oricăre ăr fi z E D 10 4 24 Exemple ă) Dăcă k E {0,1,2, } ătunci funcțiă f : C -^ C, ădmite în C primitivă g : C -^ C, f (z) = zk = z • z - z g(z) = k ori zk+i k + 1 242 Complemente de Matematica deoarece / zk+i \ 1 / z \ k I | y rV \k + 1) = oricare ar fi z G C b) Daca k G {2,3,4, } atunci funcția f : C* C, admite în C* = C -{0} primitiva g : C* —> C, g(z) deoarece f (z) = z-k = Zk z1-k 1 1 — k (k — 1)zk z1-k 1-k = z-k, oricare ar fi z G C* 1 c) Functia exponențiala f : C —^ C, f (z) = ez admite în C primitiva g : C —> C, g(z) = ez deoarece (ez) = ez, oricare ar fi z G C d) Functia cos : C —> C, admite în C primitiva f (z) = cos z g : C —> C, g(z) = sin z deoarece (sin z) = cos z, oricare ar fi z G C e) Functia sin : C —> C, f (z) = sin z admite în C primitiva g : C —> C, g(z) = — cos z deoarece (— cos z) = sin z, oricare ar fi z G C Elemente de analiza complexa 243 10 4 25 Propoziție Dacă funcția continuă f : D C admite în D o primitivă g : D —^ C și dacă Y : [a, b] —> D este un drum conținut în D atunci I f(z)dz — g(z)lY(b) — g(x(b\) — g(Y(a)) / f (zp^z — g(z)|7(a) — g(l(U)) g(Y(a)) -'Y Demonstratie Utilizând formula de schimbare de variabilă obținem f ,f (z)dz — ă f WC) Y(t'ld — fi g'(? (*)) Y'(t)dt — fidg(Y(t)) dt — g(Y(t))l!=b — g(z)l"S- 10 4 26 Din propoziția anterioara rezulta ca în cazul în care functia f : D -^ C admite primitiva în D, integrala pe un drum Y : [a, b] —> D continut în D depinde doar de capetele Y(a) si Y(b) ale drumului Daca Y : [a, b] —> D, Yi : [a, b] —> D sunt doua drumuri în D astfel încat y(«-) — Y1(a) si Y(b) — Y1(b) atunci I f (z)dz — I f (z)dz Jy Jy 10 4 27 Exercițiu Sa se calculeze integralele i z3 dz, I -2 dz, I ez dz, [ (2z3 + -^ — ez) dz d y gY z d y d y z Y fiind un drum în C* cu originea z1 — 1 si extremitatea z2 — i (Figura 10 20) Rezolvare Fie y : [a, b] —> C* un drum cu originea z1 — 1 și extremitatea z2 — i, adica astfel încat Y(a) — 1 si Y(b) — i- Avem 244 Complemente de Matematica Figura 10 20: Drumul 7 cu originea 1 și extremitatea i z4 z=Y(b) 4 z=7(a) 4 z=1 z=1 i4 14 T = 0’ z 4 4 1 z=7(b) Z z=7(a) 1 -T + 1 = 1 + i, i 1 z = e1 — e = cos 1 + i sin 1 — e, J7(2z3 + ' — ez) dz = 2 J7 z3 dz + 5 J7 z2 dz — J7 ez dz = 5 + e — cos 1 + (5 — sin 1)i 10 4 28 Definiție Spunem ca 7 este drum închis daca 7(a) = Y(b) adică originea 7(0) si extremitatea 7(6) coincid 10 4 29 Propoziție Dacă funcția continuă f : D —C admite în D o primitivă g : D —^ C și dacă Y : [a, b] —> D este un drum închis continut în D atunci Elemente de analiza, complexa 245 ! f (z)dz = 0 Y Demonstrație Deoarece 7(a) = 7(b) avem I f(z)dz = g(z) lY(b) = g(7(b)) — g(7(a)) = 0 I J (zg(z)|Y(a) g( 7g( 7(a)) o- Y 10 4 30 Exercițiu Fie drumul circular Y : —> C, 7(t) = e14 = cos t + i sin t a) Sa se arate ca daca k E Z —{—1} = { , —3, —2,0,1,2,3, } atunci dar Y zk dz = 0 Y = 2ni Y b) Sa se arate ca / ( ~T + ~~1 + a° + a1 z + a2 z2) dz = 2nia 1 Yz z oricare ar fi numerele a 2, a i, ao, ai, a2 E C Rezolvare a) Drumul 7 este continut în mulțimea deschisa C* = C f : c* C, f (z) = zk {0} si functia admite în C* primitiva k+1 g : C* -^ C, g(z) = -^+1 oricare ar fi k E Z —{—1} b) Utilizand direct definita integralei complexe obținem /• 1 r2n 1 r2n 1 r2n I - dz = I — 7'(t) dt = I — ie14 dt = i J dt = Y 10 4 31 Din exercițiul anterior rezultă ca funcția olomorfa f : c* -^ C, f (z) = 1 nu admite primitiva în C* 2ni 246 Complemente de Matematica 10 4 32 Exercițiu Fie drumul circular a) Sa se Y : —> C, Y(t) = z0 + re14 arate ca daca k E Z — {—1} atunci = 0 Y dar Zo [ —-— dz = 2ni 7 Z — Z0 ■JY arate căa a 2 a 1 Jy Z0)2 Z — Z0 oricare ar fi numerele a 2, a 1, a0, a1, a2 E C b) Să se + a0 + a1 (z — z0) + a2 (z — z0)2 ) dz = 2nia 1 Rezolvare a) Drumul y este conținut în multimea deschisă C — {z0} si funcția f (z) = (z — zo)k f : C — {zo} —> C, admite în C* primitiva g : C — {z0} —> C, ( ) (z — Z0)k+1 ■ = k+1 oricare ar fi k E Z — {—1} b) Utilizand direct definita integralei complexe obținem r-'2~ i r2n 1 / -Y(t) dt = / —1t i r e14 f0 Y(t) — Z0 h re14 r2n I dt = 2ni o 10 4 33 Din exercitiul anterior rezulta ca functia olomorfa f : C — {z0} —> C, f (z) = (z — z0) 1 = z — z0 nu admite primitiva în C — {z0} 10 4 34 Definiție Spunem ca mulțimea D C C este conexa (prin drumuri) daca oricare ar fi punctele z1, z2 din D exista un drum continut în D cu originea z1 si extremitatea z2 O multime deschisa si conexă este numită domeniu 10 4 35 Exemplu Multimea B1(0)UB1(—1+h/2) este domeniu dar B1 (0)UB1(2 + i) nu este domeniu (a se vedea Figura 10 21) Elemente de analiza complexa 247 Bi(2 + i) (°) Figura 1° 21: Discurile B1(°), B1(2 + i) și B1(—1 + i^2) 10 4 36 Știm ca orice drum 7 : [a, b] —> D este echivalent cu drumul [°, 1] —> D : t 7((1 — t)a + tb) Fara a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul [°, 1] Figura 10 22: Drumuri omotope în domeniul D 10 4 37 Definiție Spunem ca drumurile cu aceleași extremitați 70 si 71 sunt omotope în domeniul D daca sunt continute în D si se pot deforma continuu unul în celalalt fara a iesi din D, adica daca exista o aplicatie continua h : [°, 1] x [°, 1] —> D : (s, t) h(s, t) astfel încat urmatoarele condiții sa fie îndeplinite a) h(°, t) = 70(t), oricare ar fi t G [°, 1], b) h(1,t) = 71(t), oricare ar fi t G [°, 1], c) h(s, °) = 70(°) = 71 (°), oricare ar fi s G [°, 1], d) h(s, 1) = 70(1) = 71(1), oricare ar fi s G [°, 1] 10 4 38 Exemplu Drumurile 70, 71 : [°, 1] —> C, 70(t) = e2’“ 71W = 2 + 248 Complemente de Matematica sunt omotope în D = C-B1 (2) In acest caz putem alege (a se vedea Figura 10 23) 4 2 h(s,t) = (1 - s) Yo(t) + sYi(t) Figura 10 23: Drumuri omotope 10 4 39 In continuare, pentru a decide daca doua drumuri sunt omotope în raport cu anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!) 10 4 40 Exemplu Drumul circular Y0 : —> C, Y0(t) = 3e2nit = 3 cos 2nt + 3i sin 2nt este omotop în C* cu drumul eliptic : —> C, Y1 (t) = 3 cos 2nt + i sin 2nt dar cele doua drumuri nu sunt omotope în D = C-{2i} (a se vedea Figura 10 24) Figura 10 24: Drum circular omotop cu unul eliptic 10 4 41 Exemplu Drumurile Y0, Yi : —> C, Elemente de analiza complexa 249 Yo (t) = 1 - 2t, 7i(t)=enit sunt omotope în C, dar nu sunt omotope în C — {l i} (a se vedea Figura 10 25) Figura 10 25: Drumurile Y0(t) = 1 — 2t si Y1 (t) = enit 10 4 42 Definiție Spunem ca drumul închis Y : [a,b] ■ C este omotop cu zero în D daca el este omotop în D cu drumul punctual [a, b] —> D : t y(a) Figura 10 26: Drum omotop cu zero în D 10 4 43 Exemplu Drumul circular Y : —> C, Y(t) = e2nlt este omotop cu zero în D = C — {2i}, dar nu este omotop cu zero în C* 10 4 44 Teoremă (Cauchy) Daca D C C este o mulțime deschisa, f : D —^ C este o funcție olomorfa, si 250 Complemente de Matematica 2i ^ C, Y(t) = e2nit 7 : [a, b] —> D este un drum închis omotop cu zero în D atunci [ f (z) dz = 0 •'7 O demonstrație poate fi gasita în 10 4 45 Propoziție Dacă D C C este o mulțime deschisă, f : D C este o funcție olomorfă și Y0 : [a, b] —> D, 71 : [a, b] —> D sunt două drumuri omotope în D atunci (10 1) Figura 10 28: Drumurile 70 și 71 formeaza un drum închis Demonstratie Drumul obținut compunand y0 cu inversul 71 al drumului y1 este un drum închis omotop cu zero în D Utilizand teorema Cauchy obtinem relatia Elemente de analiza complexa 251 I f(z) dz + Y0 / f(z) -'71 dz = 0 echivalentă cu (10 1) 10 4 46 Fie k un număr întreg pozitiv Drumul Y : C, y(t) = zo + e2knit se rotește de k ori în jurul lui z0 în sens direct și — [ dz = k 2ni Jy z - zo Drumul Y : C, y(t) = zo + e-2knit se rotește de k ori în jurul lui z0 în sens invers și — [ dz = -k 2ni z - zo Drumul y din Figura 10 29 este omotop în C -{z0} cu drumul Figura 10 29: Drumul y are indexul 2 fată de z0 Yi : C, Yi(t) = z0 + - ' si prin urmare dz = 2 z - z0 1 1 dz = 1 2ni Jy z - z0 2ni J71 In general, daca y este un drum închis care nu trece prin z0 numarul n(Y, z0) = -^ / —1— dz 2ni Jy z - z0 numit indexul lui y fața de z0, ne arata de cate ori se roteste y în jurul lui z0 O demonstrație poate fi gasita în 252 Complemente de Matematica Figura 10 30: Indexul drumului 7 față de punctele nesituate pe 7 10 4 47 Un drum închis 7 determina o partitie a mulțimii punctelor nesituate pe 7 formata din submulțimi conexe Toate punctele aparținand unei componente conexe au acelasi index fața de 7 (a se vedea Figura 10 30) 10 4 48 Teoremă (Formulele lui Cauchy) Orice funcție olomorfa f : D C definita pe o mulțime deschisă D este nelimitat derivabilă și oricare ar fi drumul 7 : —> D omotop cu zero în D are loc formula n(Y,z) f (k)(z) = kL [ f«) dz 2ni J- (Z - z)k+1 pentru orice k E N și orice z E D — { Y(t) | t E } O demonstrație poate fi gasita în C Figura 10 31: Valoarea derivatei f(k) într-un punct z verifică formula lui Cauchy Elemente de analiza complexa 253 10 5 Serii Laurent 10 5 1 Definiție Fie D C C o submulțime și fn : D —> C, n G N funcții definite pe D Spunem că seria de funcții complexe c fn n=0 este convergenta (uniform convergenta) dacă sirul sumelor parțiale (sk)k>0, unde k sk fn n=0 este convergent (respectiv, uniform convergent) Limita acestui sir c k fn = lim Sk = lim fn = lim (f0 + fi + • • • fk) nn k^c k^c k^c n=0 n=0 se numeste suma seriei Spunem ca seria considerata este absolut convergenta daca seria de functii reale c E ifni n=0 este convergenta 10 5 2 Propoziție Daca |z| C, n G N funcții definite pe D Daca există o serie convergentă de numere reale oo 12 an n=0 astfel încat \fn(z) | c, fn(z) = an (z — z0)n■ 10 5 6 Definiție Fie D C C o multime deschisă si f : D > C, fn : D > C, n G N functii definite pe D Spunem ca sirul de funcții (fn)n>0 converge uniform pe compacte la f daca oricare ar fi multimea compactă K c D, sirul restrictiilor fn\K converge uniform la f \K• Elemente de analiza, complexa 255 10 5 7 Teoremă (Weierstrass) Fie D C C o mulțime deschisa și f : D —> C, fn : D —> C, n G N funcții definite pe D Daca funcțiile fn sunt olomorfe și dacă șirul (fn)n>0 converge uniform pe compacte la f atunci f este funcție olomorfa și lim f(fc) = f(k), oricare ar fi k G N n^c O demonstrație poate fi găsita în 10 5 8 Teoremă (Weierstrass) Daca seria de functii olomorfe oo fn n=0 converge uniform pe compacte în multimea deschisa D atunci suma ei oo S : D C, S(z) = £ fn(z) n=0 este o functie olomorfa si s (k) =52 fnk), oricare ar fi k G N n=0 Demonstratie Afirmatia rezulta direct din teorema precedenta Figura 10 32: Discul de centru z0 și raza \z1 — z01 10 5 9 Teoremă (Abel) Daca seria de puteri an (z — zo)n n=0 este convergenta pentru z = zi = z0 atunci ea este convergenta în discul { z \ \z — zfi n0 adicăa |an| n0 1 n| |zi — 20 |n’ - 0 Din relația / i | \ n |an (z — z0)n| n0 |zi — z0 | și convergența seriei geometrice n pentru |z — z01 R } seria este divergenta c) Suma seriei c S : BR(z0) C, S(z) an (z — z0)n n=0 este funcție olomorfa d) Seria derivata este o serie de puteri cu aceeași raza de convergenta și c S'(z) nan(z — z0)n-1, oricare ar fi k G BR(z0) ,=1 O demonstrație poate fi găsită în 10 5 12 Se poate arăta ca daca exista limita lim n—c |an+1| |an | atunci lim, -c V |an | lim n—c | an+1| |an | 10 5 13 Exemple a) Raza de convergenta a seriei geometrice c E z n n=0 este R = 1 deoarece în acest caz an = 1, oricare ar fi n G N b) Raza de convergenta a seriei 258 Complemente de Matematica ,n este R = lim 1/n! este R — nui^c 1/(n+1)! = + 1) = x 10 5 14 Admițând că f este suma unei serii de puteri în jurul lui z0 oo f (z) = ^2 a™ (z - zo)” n=0 cu raza de convergența nenulâ, din teorema Cauchy-Hadamard rezulta relația oo f(k) (z) = y~^[ara (z — z0)n](k), oricare ar fi k G N n=0 care conduce la ak = f (k)(zo) k! 10 5 15 Teoremă (Dezvoltarea în serie Taylor) Daca funcția f : Br (z0) —> C este olomorfa în discul Br(z0) și R este raza de convergența a seriei Taylor asociate ! — z0>" atunci R > r și f (z) = EC= ■' (z — 20)” f'(z0) (z ) + f”(z0) (z )2 I 1! (z z0) i 2! (z z0) + = f (z0) + oricare ar fi z G Br (z0) O demonstratie poate fi gasita în 10 5 16 Exemplu Din teorema dezvoltarii în serie Taylor rezulta dezvoltările 1 1 — z oo = zn = 1 + z + z2 + ■■ n=0 pentru |z| — = 1+—r +—r + ■■■ pentru orice z G C n! 1! 2! n=0 z2n+1 z3 z5 ——-—7 = z — — + — + - pentru orice z G C n (2n + 1)! 3! 5! n=0 Elemente de analiza complexa 259 Din aceste dezvoltări, prin substituție și/sau derivare putem obține alte dezvoltări oc = ^(~1)nzn = 1 - z + z2 - n=0 pentru |z| R } c) Suma seriei Laurent S : D —> C, oc oc oc S(z) = an (z — zo)n a-n(z — zo)-n + an( z — z 1" n=-c n=1 n=0 este funcție olomorfă O demonstrație poate fi găsită în Figura 10 33: Coroana circulara { z | r C definită pe coroana D este olomorfă atunci există o unica serie Laurent oc an (z — zo)n n=-c cu coroana de convergenta incluzând pe D si astfel încât oc f(z) an (z — zo)n oricare ar fi z G D n=-c 10 5 21 Exemple a) Funcția olomorfa f: D = { z | 0 c, f (z) = z) Elemente de analiza complexa 261 admite în coroana D dezvoltarea în serie Laurent în jurul lui 0 11 1 2 11 2 f (z) — -77 -— (1+z X z + ■■■) — —2 X-+ 1 +z+z + ■■■ z2 1 — z z2 z2 z b) Functia olomorfa ez f : D = { z | 0 C, f (z) = i)2 admite în coroana D dezvoltarea în serie Laurent în jurul lui i f(z) = e ez-i = e(1 + z-i + (z-i)2 + X f (z) = (z-i)2 = (z-i)2 e = (z-i)2 + 1! + 2! + ) = (z-j2 + z-i + 2! + 3! (z — i) 4 c) Funcția olomorfă f : D = { z | 0 C, f (z) = z2 e 1 admite în coroana D dezvoltarea în serie Laurent în jurul lui 0 f (z) = z2 e 1 = z2 Î1 + -11 + 1-1 + î f (z) = z e z = z II' i z + 2! Z2 ' ) — ■ ■ ■ + — X + H + X + X z + z2 i0 z3 10 z4 + = + 4! Z2+3! z + 2! + 1! z + z 10 z 1 0 z + (10 2) (10 3) (10 4) 10 5 22 Definiție Fie f:D —>C o functie olomorfă definita pe multimea deschisa D Spunem ca punctul zo G C — D este un punct singular izolat al funcției f daca exista r > 0 astfel încat coroana circulara { z | 0 C, f (z) = ■ ' este z = 0 si din (10 2) rezultă că Rez0 = b) Singurul punct singular izolat al functiei f : D = { z | 0 C, 1 ez f w = (T—i)î 262 Complemente de Matematica este z = i și din (10 3) rezultă că Rezf = e1 c) Singurul punct singular izolat ăl functiei f : D = { z | 0 0 astfel încât coroana circulară { z | 0 C, f (z) = z2(^ z) are două puncte singulare izolate z = 0 si z = 1 Punctul z = 0 este pol dublu si r 1 1' 1 Rezof = lim[z2 f (z)]z = lim = lim — = 1 (10 5) J -o 'J z-o [1 — z | z-o (1 — z)2 v 7 Punctul z = 1 este pol simplu si —1 Rezif = lim(z — 1) f (z) = lim = —1 (10 6) z-i z-i z2 264 Complemente de Matematica 10 6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor 10 6 1 Dacă Y : [a, b] —> C — {zo} este un drum închis care nu trece prin zo atunci f7 ((z-Z)2 + (Z—ZoO) + ao + a1(z — zo) + a2 (z — zo)2} dz = a~if7 Z-Z0 = 2nia-i n(Y, zo) oricare ar fi numerele a-2, a-1, ao, a1, a2 E C Punctul zo este punct singular izolat (pol de ordinul al doilea) pentru funcția f : C — {zO} —> C, (10 7) a-2 a-i 2 f (z) = Z~)2 + Z~) + aO + a1 (z — zO) + a2 (z — zO) și RezZo f = a-1 Relația (10 7) se mai poate scrie / f (z) dz = 2ni n(Y, zo) Rezzo f A 10 6 2 Teoremă (Teorema reziduurilor) Daca D C C este o mulțime deschisa, f : D C este o funcție olomorfa , S este mulțimea punctelor singulare izolate ale lui f și daca Y : [a, b] —> D este un drum omotop cu zero în D = D U S atunci [ f (z) dz = 2n^2 n(Y> z) Rezzf zes O demonstratie poate fi gasita în 10 6 3 Exercițiu Să se calculeze 4 dz \ (z2 + 1)(z - 3)2 unde Elemente de analiza complexa 265 Y : —> C, Y(t) = 2e2nit Rezolvare Considerăm D = C-{3, i, — i} și funcția olomorfă 4 f : D C, f(z) = (Z2 + 1)(Z — 3)2 Mulțimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, —i} si drumul y este omotop cu zero în D U S = C Conform teoremei reziduurilor avem = 2ni (n(Y, 3) Rez3f + n(Y, i) Rezif + n(Y, — i) Rez if) f 4 dz \ (z2 + 1)(z — 3)2 Figura 10 34: Drumul y : —> C, Y(t) = 2e2nit Deoarece drumul y (Figura 10 34) se roteste de zero ori în jurul lui 3 si o singura data în jurul lui i si — i rezulta că n(Y, 3) = 0, n(Y, i) = n(Y, — i) = 1 si prin urmare 4 dz Jy (z2 + 1)(z — 3)2 Punctele singulare i si — i fiind poli simpli avem 4 = 2ni (Rezif + Rez if) Rezif = line— i)f (z) lim 3)2 + zm z^i (z — 3)2(z + i) 4 4 2i(i — 3)2 4 Rez if = lim (z + i)f (z) = lim -o ~ moiom z^ i z^ i (z — 3) (z — i) —2i(i + 3) 3 25 = 4 + -i 25 25 4 i 25 4 25 si f 4 dz 12 i 'y (z2 + 1)(z — 3)2 = 25ni 266 Complemente de Matematica 10 6 4 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}] In :=Residue[4/((z“2+1)(z-3)“2), {z, In :=Residue[4/((z“2+1)(z-3)“2), {z, I}] -I}] Out =235 - 25 Out =25+4 10 6 5 Exercițiu Să se calculeze Y unde 7 : —> C, 7(t) = e-4nit Rezolvare Consideram funcția olomorfa f : C* C, ez f (Z) = z3 definită pe mulțimea deschisă C* = C — {0} Punctul singular z = 0 este pol de ordinul al treilea Pentru calculul reziduului lui f în 0 putem utiliza dezvoltarea Laurent în jurul lui 0 f (z) = ■ z 1 z2 1 z3 1! ' 2! ' 3! - 1 + + ±1 + X + Ir + = z3 1 1! z2 1 2! z 1 3! 1 4! z 1 sau relația Rezof = 2ț f (z))" Observând ca 7 se roteste de doua ori în jurul lui formula 0 1 dz n(Y' ■■■■ Y - = 2 obținem ez / — dz = 2ni «(7,0) Rezof = Jy z 1 2 ’ în sens invers sau utilizand —2ni 10 6 6 Exercițiu Sa se calculeze integrala / z2(1 — z) dz unde 7 este drumul din Figura 10 35 Rezolvare Functia olomorfa f : C — {0,1}—> C, f (z) = z2(^ z) Elemente de analiza complexa 267 Figura 10 35: Drumul 7 are punctele singulare z = 0 și z = 1 Știm că Rezof = 1 ( a se vedea relația (10 5)) și Rez1f = —1 ( a se vedea relația (10 6)) Deoarece drumul 7 se rotește de doua ori în jurul lui 0 si o data în jurul lui 1, din teorema reziduurilor rezulta ca dz = 2ni (2 Rezof + Rez1f) = 2ni Y z2(1 — z) 10 6 7 Exercițiu Să se calculeze integrala /'2n 1 I = dt unde a G (1, to) j0 a + cos t Rezolvare Integrala reală ceruta poate fi privita ca o integrală în planul complex si calculata folosind teorema reziduurilor Avem I = f2n 1 dt = f2n A 2 (eit)/ dt 1 = Jo n , eit+e-i« dt = Jo ie'' 2a+eit+e-it (e ) dt a+ 2 = —i A 1 2a+Z+1 dz = ' z2+2az+1 dz unde 7 : —> C, 7(t) = ei4 Functia f : C — {zi, z2} —> C, f (z) z2 + 2az + 1 unde z1 = —a + 7/a2 — 1, z2 = —a — 7/a2 — 1 sunt radăcinile polinomului z2 + 2az + 1, are doua puncte singulare izolate (poli simpli) z1 țsi z2 Deoarece z1, z2 sunt numere reale, —1 C, Y(t) = e14 1 = -UY z2+2az+l dz = 2nRezZ! f = 2n lilil ■ (z - z1)f (z) = 2n limz^z (z - z1)-/ -2 7 = 4n Z^Z1 (z —Z1)(z —Z2) Z1— Z2 2n va2—1 ’ va r,/ cp Figura 10 37: Drumurile Yr 10 6 8 Propoziție Fie a C definită pe un domeniu D ce conține imaginile drumurilor ( Fig 10 37) Yr : [a, P] —> C, Yr (t) = re14 oricare ar fi r > 0 Dacă lim z f (z) = 0 Z^^ ătunci lim / f (z) dz = 0 r^^Jyr Elemente de analiza complexa 269 Demonstrație Din relația limz f (z) = 0 rezultă că oricare ar fi e > 0 există r£ > 0 astfel încât |z| > r£ |zf(z)| r£ avem / f(z) dz ■Jyr f fi f fi e14 dt 1 Rezulta astfel ca integrala considerată x2 d [i x2 d (x2 + 1)(x2 + 4) x Jo (x2 + 1)(x2 + 4) x + Ji x2 dx (x2 + 1)(x2 + 4) este convergentăa 270 Complemente de Matematica Figura 10 38: Drumurile Yr ■ Pentru a calcula valoarea integralei vom considera funcția olomorfa Z2 f : C { 2i, i, i, 2i} C, f(z) = (z2 + i)(z2 +4) și drumul de integrare din Figura 10 38 compus din Yr : —> C, Yr(t) = r e1* Si Y(t) = t > 2 avem relația r Y : [ r, r] —> C, Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi [ f (z)dz + [ f (x)dx = 2ni (Rez1f + Rez21 f) J Yr J—r care conduce la /• lim / f(z)dz + / f(x)dx = 2ni(Rez1 f + Rez21f) r^~ JYr J — (10 8) Deoarece |z3| |zf (z)| |z3| SE* t 10 6 12 Exercițiu Să se arate că > — oricare ar fi t E Fc, n"| “ n L 2 1 Rezolvare Functia r n "i , , sin t ’ l C’ 2] * R’ ^(t) = ~~t~ este descrescaătoare deoarece t cos t — sin t C } —> C este astfel încât lim f (z) = C (1C 9) 272 Complemente de Matematica și Yr : —> C, Yr (t) = r e14 ( a se vedea Figura 10 39 ) atunci lim [ f (z) e1z dz = 0 r Jyr Demonstratie Fie e > 0 Din relația (10 9) rezultă că există r£ > 0 astfel încât r > r£ = lf(re14)| C, Yr(1) = R e14 Yr : —> C, Yr(t) = r e1(n-t) Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezulta relatia [ e1z C-r e1x f e1z [R e1x / — dz + / — dx + / — dz + / — dx = 0 Jyr z J-R x z Jr x Elemente de analiza complexa 273 care se mai poate scrie e sau eiz — dz + z eiz — dz + z - dz + z eiz — dz + z eiz eix 1 dx = 0 dz + 2i f sini dx = 0 r X Utilizand relația —ni Si notand cu g o primitiva a funcției f (z) = el- 1 obținem eiz — dz — ni + (g(r) fR sin x , — g(—r)) + 2i / -dx = 0 j r x Deoarece conform lemei lui Jordan eiz lim = 0 J YR z pentru R — ^ si r — 0 obtinem relatia sin x -dx = ni x 10 6 15 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}] In :=Integrate[Sin[x]/x, {x, 0, Infinity}] i—— Out =n Figura 10 41: Drumul utilizat în cazul integralelor lui Fresnel 10 6 16 Integralele lui Fresnel Integrând functia f (z) = eiz2 274 Complemente de Matematică de-a lungul drumului din Figura 10 41 se poate arăta că 1 Fk 2 V 2' 10 6 17 MATHEMATICA: Integrate [f [x] , {x, a, b}] In :=Integrate[Sin[x“2], {x, 0, Infinity}] In :=Integrate[Cos[x“2], {x, 0, Infinity}] Out[l] = -^A /tF Out = X^ 10 6 18 Definiție Fie C Funcția (in cazul in care există) se numește transformata Fourier a lui tp 3 2 12 12 Figura 10 42: Funcțiile e a, e~iJ'~, e~cJ'\ 10 6 19 Exercițiu Să se arate că = Jț e-âl V a oricare ar fi a G (0, oo) Rezolvare Avem a funcției /Cc)=e— de-a lungul drumului dreptunghiular din Figura 10 43 arătăm că Elemente de analiza complexa 275 t—i 2- 2a e -at2 dt = e —x2 — ^ — ^ Avem •r r^ e -r -at2 e —at2 dt —ro Alegând pentru drumul liniar ce unește r cu r i 2^ parametrizarea obținem relatia r- i ■ e -az 2 r din care rezulta Y1 : —^ C, Y1(t) = r it — 2a 1 dz = 0 2 (—i)—dt = 2a ■ —i e 2a -ar2 1 0 r- i 2— e -az2 dz = 0 r^^ r —r r 7» ' 2a Figura 10 43: Drumul dreptunghiular utilizat Similar se arata ca -r r^^ -r- i 2- e -az2 dz = 0 Alegand pentru drumul liniar ce uneste —r i 2b cu r obținem relatia din care rezulta Y2 : [—r, r] —> C, 72(t) = t ■r—i 2- 2- —r—i 2- 2- e -az2 dz = r- i 2- r r r^ —r—i 2- 2- e 2 —az- dz = >2>2 eirt?+dt i 2« parametrizarea 2a t—i 2-)2 dt t—i2-)2 dt 276 Complemente de Matematica 10 6 20 MATHEMATICA: Definiția utilizata F[^](x) = eitxv(t)dt x2 In :=FourierTransform[Exp[-t“2], t, x] i—— Out = e 4 Capitolul 11 Serii Fourier 11 1 Serii trigonometrice 11 1 1 Definiție Prin serie trigonometrică se înțelege o serie de funcții de forma 1 ce 2 a0 + ^[an cos nx + bn sin nx] n=1 unde coeficienții an, bn sunt numere reale fixate 11 1 2 Definiție Șirul de funcții (fn)n>o, unde fn : R —> R, f0(x) = -^=, f1(x) = sinx, f2(x) = cosx, f3(x) = sin2x, f4(x)=cos2x, format din funcții periodice cu perioada 2n, se numeste șirul trigonometric 11 1 3 Exercițiu Șirul trigonometric are urmatoarea proprietate de ortogonalitate 1 [ f (x) f, (x) dx = § k = J 1 daca n = k (11 1) n J n fn(x) fk(x) dx nk [0 daca n = k ( ) Indicație Calcul direct bazat pe formulele cos nx cos kx = j [cos(n + k)x + cos(n — k)x] sin nx cos kx = j [sin(n + k)x + sin(n — k)x] sin nx sin kx = j [cos(n — k)x — cos(n + k)x] 11 1 4 Definiție Prin polinom trigonometric se înțelege orice combinație liniara finita de termeni ai sirului trigonometric 277 278 Elemente de Analiza Matematica 11 1 5 Teoremă Dacă seria 1 ce 2 "0 + ^["n cos nx + bn sin nx] este uniform convergentă și dacă suma ei este funcția f : R —> R, atunci an = 1 f (x) cos nxdx oricare ar fi n G {0,1,2, } bn = f (x) sin nxdx oricare ar fi n G {1,2,3, } si are loc egalitatea lui Parseval (11-2) 1 2 -a0 2o oc +y~^(an n=1 n + bn) = 1 y f2(x) dx —n (11 3) Demonstratie Fie sk(x) = 0"0 + Ș2n=1["n cosnx + bn sinnx] Deoarece |sk(x) cosnx — f (x) cosnx| = | cosnx| • |sk(x) — f (x)| n —n —n Functia periodica f cu perioada 2n fiind limita unui sir uniform convergent de functii continue este continua si deci marginita La fel ca mai sus, sk R f =^ sk f -f f2 si RR n n f f 2 (x) dx = limk^ef sk(x) f (x) dx —n — n — limk—e> n n | a0 j' f (x) dx + yțn=1 J(an cos nx + bn sin nx)f (x) dx —n —n — lim -rr I" D>2 I \^k (2 I z,2a] r 1„2 I / 2 i i,2\ 1 = limk e n a0 ' Xn I ( "n + bn) = n [2 a0 ' Xn I ( "n + bn) • 11 1 6 Formulele (11 2) au sens pentru orice functie f integrabila pe [—n, n] si permit asocierea de serii trigonometrice unei clase foarte largi de functii Vom prezenta pe parcursul acestei sectiuni condici suficiente pentru ca o astfel de serie să fie convergenta (punctual, uniform), condici suficiente ca suma seriei sa coincida cu Serii Fourier 279 funcția f corespunzătoare, etc Posibilitatea reprezentării unei funcții ca sumă a unei serii trigonometrice sau posibilitatea aproximarii ei (într-un anumit sens) cu polinoame trigonometrice este foarte utila în multe aplicații 11 1 7 Definiție Fie I un interval astfel încat [—n,n] Q I și f : I —> R o functie integrabilă pe [—n,n] Seria 1 2 oo a0 + [an cos nx + bn sin nx] n=1 an = n f-n f (x) cos nx dx unde bn = n f-n f (x) sin nxdx se numeste seria Fourier-trigonometrică asociata lui f 11 1 8 Exemple a) Seria Fourier asociata functiei f : [n,n] —> R, f (x) = |x| este n 4 v—1 , 2 — ■ k=0 v ' b) Seria Fourier asociată funcției f : [n,n] —> R, f (x) = x2 este 9 C T + 4E c (—1)n n2 cos nx 11 1 9 Seria Fourier asociata unei functii pare este de forma |ao + Ș2C=1 an cos nx Seria Fourier asociata unei functii impare este de forma J2C=1 bn sin nx 11 1 10 Definiție Fie f : [a, b] R o functie definita pe intervalul închis [a, b] C R Spunem ca f este continuă pe porțiuni daca exista o diviziune x0 = a x ) sunt continue, oricare ar fi i g{1, 2, ,n} ■ limitele laterale f(x0+), f(x1—), f(x1+), f(x2—), , f(xn—), unde f (xi—) = J™ f (x), f (xi+) = fim f (x) existăa țsi sunt finite 11 1 11 Orice functie continua f : [a, b] —> R este o functie continua pe portiuni 280 Elemente de Analiza Matematica 11 1 12 Propoziție Daca f : [—n,n] —> R este o funcție continua pe porțiuni și n tn : [—n, n] —> R, tn(x) = — + ^(ak cos kx + pk sin kx) k=1 un polinom trigonometric de gradul n, atunci cea mai mica valoare a integralei rn = / [f (x) — tn(x)]2 dx (11 4) J—n se obline în cazul în care ak și pk sunt coeficientii Fourier (11 2) asociati functiei f ■ Demonstratie Utilizând relațiile (11 1) si (11-2) obținem A2 — f2(x) dx — 2 f (x) t (x) dx + t2 (x) dx °n = J—n f 2 J—n f (x) Ln(xmx I J—n Ln(x) ax — f-n f 2(x) dx — ao f (x) dx — 2 ££=1 ^k f (x) cos kxdx iP fn f (x) sin kxdxl + n 11 a2 I ^n (a2 I p2)] + PkJ —n J (x) sin kxdxj + n | 2a0 + 2-^k=1\ak 1 pk) l = fn f2(x) dx + n [i(a0 — 2aoao) + VZ 1 (ak + P2 — 2akak — 2pkbk)! = fn f2(x) dx-n 11 a2 + Vn (a2 i b2)! ! —n J (x) dx n 1 2a0 k=1(ak + bk)J +n { 2(ao — ao)2 + 52n=i[(ak — ak)2 + (pk — bk)2] } • (11-5) 11 1 13 Teoremă Daca f : [—n,n] —> R este o functie continuă pe portiuni si daca an, bn sunt coeficientii Fourier asociati functiei f, atunci seri^pff=1(a2n + bn) este convergentă si are loc inegalitatea lui Bessel 1 oo 1 Tțao ^?(an+bn) - / f2(x) dx 2 n j—n Demonstratie în cazul în care ak = ak si Pk = bk, din (11-4) si (11-5) rezulta 1 ,n 12 n rn n oao + 22(ak+ bk) = / [f(x) 2 J—n ■n ■n si 1 ce -a2 Ț^(ak + bk) = lim 2 o V k k n^ 0 ■n a 1 pn J2(ak + bk) R este o functie continuă pe portiuni, atunci coeficientii Fourier an, bn asociati functiei f au proprietatea Serii Fourier 281 lim an = 0, lim bn = 0 Demonstrație Relațiile rezultă din convergența seriei tt°=1(an + bn) Și din 0 R o functie continua pe portiuni Daca modificam valorile pe care le ia f într-un numar finit de puncte din [—n, n] seria Fourier asociata nu se modificăa Faărăa a restrange generalitatea, vom considera doar funcțtii cu proprietatea f (—n) = f (n) Orice astfel de functie este restricția la [—n,n] a unei functii f:R —>R periodice cu perioada 2n (pentru care am pastrat aceeasi notație) 11 1 18 Teoremă Daca f : [—n,n] R este o functie continua, derivabila în intervalele de continuitate și cu derivata f' continua pe portiuni, atunci seria Fourier asociata lui f este convergenta în orice punct si 1 ,V^r , h 1 f(x—) +f(x+) 2a0 ^2 ^[an cos nx + bn sinnx] =-2 - oricare ar fi x G R Demonstratie A se vedea , pag 118 11 1 19 Dacă functia f este continua în punctul x, atunci )+f(a!+) = f(x) 282 Elemente de Analiza Matematica 11 1 20 Teoremă (A doua teoremă de aproximare a lui Weierstrass) Orice funcție continua f : R —* R, periodica de perioadă 2n este limita unui sir uniform convergent de polinoame trigonometrice Demonstrație A se vedea , vol 2, pag 119 11 1 21 Aplicația , r ti a +b , b - a, p :[-n,n] * ML p(t) ——^ + ~^~t este bijectiva si inversa ei este p-1 : [a, b] —* [-n, n], p~1 (x) = ț—— (2x - a - b) b — a Fiecare functie f : [a, b] —* R cu f (a) = f (b) se poate prelungi prin periodicitate cu perioada (b - a) până la o functie f : R —* R și f = (f o p) o V-1, unde f ◦ p :[-n,n] —* R, (f ◦ p)(t) = f^ —^ + ^~ este o functie periodica cu perioada 2n Seria Fourier corespunzătoare lui f o p este 1 ce 2 ao +^[ara cos nt + bn sin nt] (11 6) unde n b a — 1 f f ( a+b i b-at\ cos nt dx — 2 f f (x) cos nn (2x a b)dx an — n J f \ 2 + 2n / cos nt — b-a J J (x) cos b—a (^x a u)u,x -n a n b b — 1 f f (a+b + b-at^ sin nt dx — 2 C f (x) sin nn (2x a b)dx un — n J J \ 2 + 2n bJ sin nb ax — b-^l f (x) sin b-a(^x a u)UjX -n a 1 oc 2 ao +12 Deoarece f — (f op) op-1 efectuand în (11 6) substituia t — (2x - a - b) obtinem seria Fourier corespunzăatoare lui f nn , , nn an cos -(2x-a - b) + bn sin b-a b-a (2x-a-b) Capitolul 12 Transformarea Fourier 12 1 Transformarea Fourier a funcțiilor 12 1 1 Folosind teorema reziduurilor, am arătat că (a se vedea pag 274-19) oricare ar fi a G (0, oo) Figura 12 1: Funcțiile e 6xfi e zxfi e 2r 12 1 2 Teoremă Fie k£(0, 00) o constantă fixată Dacă —>C este astfel încât integralele sunt convergente atunci 283 284 Elemente de Analiza Matematica Demonstrație Oricare ar fi a G (0, to) avem fZo e~a^2eiK^(u) du^ d£ r n 2 ( \2 re / \ re iKphi—'r) —a£2ir\i /~F ce ( x — K (u~x) 7 = ,i x ^(u) [,i x elK5(u x) e aa dq du = y/zf ^ Fu) e 4 du Utilizand în ultima integrala schimbarea de variabila u = x + 2^t obținem relația e «?2 iK?x ( [°° e^uV(u) du} d£ = (x) e t dt = -^>(x) / e t dt = — ^>(x) k J—e k J e k A doua relatie din enuntul teoremei se poate demonstra similar 12 1 3 Definitiile transformarilor Fourier directa si inversa se bazeză pe teorema precedenta Există mai multe posibilitati de a defini aceste transformari, trecerea de la o varianta la alta facandu-se foarte usor 12 1 4 In cazul k = 1, relatiile din teorema se pot scrie -1 f e e i^^ f fe e'^"wîu) du} dS — m(x) 2nJ — e e țj— e e n(d) d"j "S = W(x) fe ei^u (fe e iux^(x) dx^ du — ^(S) J — e e \ 2n J—e e F(x) dxJ du ^(?) și sugereaza pentru transformările Fourier directa si inversă alegerile f t^], f m(s )=j—eei?x ^(x) dx F— 1[^], F— x[^](x) — fZ e—i?x ^(0 dS Ea este alegerea preferată în unele cărți de ecuațiile fizicii matematice [?] si va fi utilizata pe parcursul acestui capitol, exceptand ultima sectiune dedicata aplicaților în mecanica cuantica 12 1 5 In cazul k — 1/ă, relațile din teoremă scrise sub forma -1— fe e i^x/^ (—1— fe ei^u/^^(u) du^ dS — ^(t) 2Fh-l — e e {yîFh-l—e e E(u) duJ dS — A(x) 1 fe ei?u/K V2nS 1— e JZc e iux/kf(x) dx^ du — ^>(£) Transformarea Fourier 285 sugerează alegerea F[Z (u) dU) dC = ^(x) JZ e2ni?u (fZ e 2™Mx) dx^ du = ^>(£) sugerează alegerea F M(C) = f-ze 2ni?x ^(x) dx F-1 [ Out = e —4 286 Elemente de Analiza Matematica 12 1 9 Exercițiu Fie a E (0, w) și : R —— R, 1 0 dacă |x| a Să se arate că F[^](ț) = 2 sin aț Rezolvare Pentru ț = 0 avem Z- /» (x) dx = / J —a a1 ei?x dx = - ei?x —a (Ra e—ifa 2 iț = l sin aț 12 1 10 Exercițiu Sa se arate ca F [e—a|x|](ț) = 2a a2 + ț2 oricare ar fi a E (0, w) Rezolvare Considerând integrala în sensul valorii principale avem F[e—a|x|](ț) = J' ei?xe—a|x| dx J'\ e—a|x|(cosțx + isințx) dx = £ e a|x| cos țxdx = 2 J0- e ax cos țxdx Integrând de doua ori prin parti obtinem relatia I- Jo- e—ax cos țxdx = |e—ax sin țx| + | J0- e—ax sin țxdx — e ax cos țx I a p- e ax cos țx dx — — a p- e ax cos țx dx — ^2 e cos țx 1 ^2 J0 e cos țx ctx — ^2 ^2 J0 e cos țx ctx 0 adicaă - a J e ax cos țxdx = din care deducem 0 e—ax cos țx dx cos țx dx = a a2 + ț2 • 12 1 11 MATHEMATICA: Definiția utilizata F[^](x) = Etxv(t)dt In :=FourierTransform i—> Out =e-AbsW ^77 In :=FourierTransform[Exp[-Abs[t]], t, x] — Out = 12 1 12 Teoremă Dacă E S(R) atunci transformata Fourier a lui Z- eie>(x) dx aparține de asemenea spațiului S(R) si au loc relațiile a Transformarea Fourier 287 (F M)(fc) = F [(ix)k F [^(fc)] = (-i£)fc F H Demonstrație Aplicația F[ (x)| (x) dx rezulta din convergenta integralelor r—1 1 r o 1 J— O x J1 x pe baza criteriului comparației Din faptul ca descreste la infinit mai repede decat orice putere a lui x rezultă posibilitatea de a deriva sub integrala de un numar nelimitat de ori Se obține astfel relația ZO (ix)k ei?x ^(x) dx -O convergenta integralei rezultand din existenta unei constante Mk G (0, to) astfel încat |xfc+2^(x)| C este o funcție indefinit derivabila si cu derivatele functii marginite Relatia ZO rO e*V(fc> (x) dx = (-i |K)| care arată că F[ (x) dx -O este o aplicație bijectivă și inversa ei este transformarea 288 Elemente de Analiza Matematica 1 F~1 : S(R) —m S(R) : fi m F-1 [fi], F-1 [fi](x) = —J e-i^xfi(f) df Demonstrație Afirmația este o consecința directa a teoremelor anterioare 12 1 14 Se poate arata [?] ca transformările F±1:S(R) —>S(R) sunt continue, adică Fn > F F±1 [Fn] >F±1 [f] 12 1 15 Transformarile Fourier directa si inversă au expresii foarte asemanatoare Utilizând schimbarea de variabila f = — y obtinem , 1 -e 1 ■ 1 F-1[fi](X) = — / e-1?xfi(f) df — / elxyfi(—y) du — F[fi](x) -> [fi](x) = / e fi(f) “s = / e fi( ym,y = ‘r[fi](x) adică 2nk^ 2nJ-™ 2n 1 F [fi] = F [fi] unde fi este aplicatia fi: R —> C, fi(y) = fi(—y) In particular, F [F [f]](p) = F 12 1 16 Polinoamele Hermite (a se vedea pag ??-??) 2 dn 2 Hn(x) = (—1)n e-x , n G {0,1, 2, } verifica relatiile de recurenta Hn+1(x) — 2xHn(x) + 2nHn-1(x) = o, H'n (x) = 2nHn-1(x) 12 1 17* Teoremă Oricare ar fi n g{0, 1,2, }, funcția x2 fin : R > R, fin(x) = Hn(x) e 2 este o funcție proprie a transformării Fourier • 2 x2 p2 F Hn(x)e (f) = ^ in Hn(fi)e~~ Demonstrație Din relația (F[F])(k) = F[(ix)kf] care se poate scrie dk F [xk f](«) = (-i)k F |f|«) Transformarea Fourier 289 rezultă x2 Hn(x) e~~ și prin urmare (a se vedea pag 285-7) fF x2 Hn(x) e~~ Folosind metoda inducției matematice vom arăta că / d \ z2 z2 Relația are loc pentru n = 0 și presupunând că \ d£J pentru orice k R, &(x) = | (extinsa arbitrar în —e si e) si avem re Qe(x) dx = J —e Punctul material de masa 1 localizat în x = 0 corespunde cazului limita e 0, dar X 2e daca |x| e — dx = 1 2e 291 292 Elemente de Analiza Matematica ă(x) = lim Q£(x) = C ca este indefinit derivabilă si scriem V G C^(R) dacă admite derivate de orice ordin Prin suportul functiei v se înțelege închiderea multimii pe care ea nu se anuleaza, adica supp v = { x | v(x) = 0 } O multime K c R este mulțime compacta dacă este închisă si marginita In particular, v : R —> C este o funcție cu suport compact daca supp v este marginit, adică exista r > 0 astfel încât supp v C [—r, r] Vom utiliza notatia Vn — > V pentru a indica faptul ca sirul de functii (pn)n>Q converge uniform pe multimea compacta K la functia V- Avem Vn —(’ V lim sup |Vn(x) — v(x)| = 0 — n xe— 13 1 4 Propoziție Spațiul D(R) = { v G C^(R) | supp v este compact} considerat împreună cu operatiile de adunare si înmulfire cu scalari uzuale (v+fi)(x) = v(x) + fi(x), (A v)(x) = A v(x) este un spatiu vectorial complex (numit spatiul functiilor de proba [?]) Demonstratie Deoarece supp(v+fi') C supp v U supp fi si supp(Av) C supp v avem fi V ■ fi țsi V G C' =*■ AV DR- Verificarea axiomelor spatiului vectorial este imediata Elemente de teoria distribuțiilor 293 Figura 13 1: Graficul funcției w£ 13 1 5 Exercițiu Oricare ar fi eE (0, to), funcția w£ : R —> R, unde w£(x) = ^ c£ e'2 daca |x| e r£ ex2L£2 dx aparține spațiului D(R) și w£(x) dx = 1 Figura 13 2: Graficul funcției Xa,b,e- 13 1 6 Exercițiu Daca a 0 atunci funcția /* b\'2:£ Xa,b,£ : R -> , Xa,b,e(x) = W£(x-1) dt J a-2£ aparține spațiului D(R) si esțe asțfel încaț I 1 dacă x E (a-e, b+e) ^a,b,£ | 0 daca x E (a-3e, b+3e) 13 1 7 Daca g : R —> C esțe o funcție indefiniț derivabilă ațunci funcția 294 Elemente de Analiza Matematica V : R —t C, V(x) = Xa,b,e(x) g(x) aparține spațiului D(R) și este astfel încât V(x) = g(x) dacă x G (a—s, b+s) 0 dacă x G (a — 3s, b+3e) In particular, funcția v : R —t C, v(x) = x«,b,e(x) sinx aparține spațiului D(R) si V(x) = sin x dacă x G (a—£, b+s) 0 daca x G (a — 3s, b+3e) 13 1 8 Definiție Spunem ca sirul (^n)n>o din D(R) converge la vGD(R) si scriem lim vn = v sau vn —t v n^^ daca exista r > 0 astfel încat supp vn C [—r, r], oricare ar fi n = 0,1,2, si în plus ^nfc) ———t v(k), • n i r r i ' 1 oricare ar fi k = 0,1,2, 13 1 9 Definiție Fie V un spațiu vectorial real (complex) Funcțiile de forma f : V —t R (respectiv, f : V —t C) sunt numite funcționale 13 1 10 Definiție Despre o funcționala f : D(R) —t C spunem ca este continua daca Vn > V =^ f (Vn) > f (v)- 13 1 11 Deoarece Vn V Vn— V 0 si f (vn) f (v) f (Vn— V) 0 o funcțională liniara f: D(R) —tC este continua daca si numai daca Vn —> 0 f (Vn) > 0 Elemente de teoria distribuțiilor 295 13 1 12 Definiție Funcționalele liniare și continue f : D(R) —> C sunt numite distribuții In cazul unei distribuții f, în loc de f (p) se scrie f, p) 13 1 13 Propoziție Spațiul tuturor distribuțiilor D'(R) = { f : D(R) —> C | f este liniara si continuă} considerat împreună cu operatiile de adunare si înmultire cu scalari uzuale f+9, p) = f p) + (9, p), W, p) = A(f, p) este un spatiu vectorial complex 13 1 14 Pentru ca aplicatia f : D(R) —> C sa fie o distribuie trebuie ca: (f, ap + ii) = af, p} + i(f, i) oricare ar fi p, i G D(R) a p G C țsi Pn 0 f (pn) > 0 13 1 15 Definiție Spunem despre o functie f : R —> C ca este local integrabilă daca / |f (x)| dx C | f este local integrabila } 13 1 16 Orice functie continua f : R —> C este local integrabila Funcțtia f : R —> R, daca x = 0 daca x = 0 dx = to nu este local integrabila deoarece l\ |f(x)| 296 Elemente de Analiza Matematica 13 1 17 Propoziție Dacă f : R —> C este local integrabila atunci funcționala Z f (x) ^(x) dx este distribuție Demonstrație Integrala din definiția lui Tf este convergentă deoarece are suport compact, adica exista R> 0 astfel încat supp C [—R, R] si prin urmare /• R f (x) ^>(x) dx = / f (x) ^>(x) dx J—R Aplicatia Tf este liniara {Tf ,a^ + = a{Tf + Ș {Tf Daca !^n —> 0 în D(R) atunci exista r > 0 astfel încat oricare ar fi n = 0,1,2, oricare ar fi k = 0,1,2, supp ^n C [—r, r], I (k) , d n^^ sup u (x) i —> 0, x€[—r,r] 1 1 si prin urmare r \{Tf ,^n }| = f f (x) ^n(x) dx 0 r C, fia, fi) = fi(a) este distribuție (se numeste distribuția Dirac cu suportul în a) Demonstrație Aplicația 6a este liniară fia, afi + fifi) = afi(a) + fifi(a) = afia, fi) + fi fia, fi) Daca fin —> 0 în D(R) atunci există r> 0 astfel încat oricare ar fi n = 0,1,2, oricare ar fi k = 0,1,2, n^» |fin(x)| > 0 supp fin Q [-r, r], I (kK x I n^» sup fi (x) I > 0, x€[-r,r] țsi prin urmare \fia,fin}| = |fin(a)| R este derivabila si dacă f' este local integrabila atunci {Tf ,fi) = I f/(x) fi(x) dx = f(x) fi(x)|»» -j f(x) fifix) dx = -{Tf,fi') — » — » 298 Elemente de Analiza Matematica 13 1 24 Propoziție Dacă f : D(R) —> C este distribuție atunci funcționala f : d(r) c, f,^ = este de asemenea distribuție (numita derivata lui f) Demonstrație Funcționala f este liniara fap + /3f) = -f, ap' + ) = -a(f, p’) - fi f, f') = afp) + fi ff Daca pn 0 în D(R) atunci p' n 0 în D(R) și prin urmare lim (f,Pn) = - lim f,p'n) = 0 13 1 25 Daca funcția f : R —> R este derivabila clasic atunci derivata distribuției Tf este distributia regulata definita de derivata clasică f' : R —> R, adica (Tf y = Tf z Derivarea în sensul distributiilor prelungeste operatia de derivare clasica la cazuri în care ea nu este aplicabila 13 1 26 Orice distribuie este indefinit derivabila Derivata de ordin k a unei distributii f este distributia f(k) : D(R) -^ c, (f= (-i)k} 1 r H(x) Figura 13 4: Funcția Heaviside H Elemente de teoria distribuțiilor 299 13 1 27 Exemplu Funcția Heaviside H • R l R H(x) — J 0 daca H • R l R, H (x) — \ 1 i i 1 daca fiind local integrabila definește distribuția f o Th • D(R) —l C, și ■O ZO PO H(x) ^>(x) dx — ^>(x) dx o J 0 /•o {(Th )» — ~{H,V') — -adica avem 0 (x) dx -^(x)lo° — ^(0) — (Th y — d 13 1 28 Functia Heaviside nu este derivabila în 0 Hz(x) = f 0 dacă (x) — [nu exista daca dar distributia corespunzatoare este indefinit derivabila x—0 x—0 (Th )' — d, (Th )" — d', (Th )"' — d" 13 1 29 Exercițiu Fie funcția x2 yjx + 2 dacă daca x 0 f • R —l R, x 0 0 Sa se arate ca (Tf y — Tf, + 2d 300 Elemente de Analiza Matematica Rezolvare Integrând prin părți obținem ((Tf y, = -(Tf, ) = —jy°oof unde f' este derivata clasica I 2x f'(x) 0 prelungită arbitrar în x = 0 13 1 30 Propoziție Daca funcția f : R —> C este derivabila pe (—to, a) U (a, to) și daca limitele laterale f (a+) = lim f (x) x\a f (a—) = lim f (x), x/a sunt finite atunci (Tf y = Tf, + (f (a+) — f (a—)) ba Demonstratie Integrîand prin păarti obtinem ((Tf)', T> = —(Tf, t'} = — f-°oo f (x) T(x) dx = — f (x) t1 (x) dx — (7f (x) T (x) dx = —f (x) T(x)|af/(x) T(x) dx —f (x) T(x) |~ + f/(x) T(x) dx = ( f (a+) —f (a—)) T(a) + f/(x) T(x) dx- 13 1 31 Daca d G CT(R) si daca f : R —> C este local integrabila atunci d(x) f (x) T(x) dx = (Tf, dT) 13 1 32 Propoziție (Multiplicarea unei distributii cu o functie de clasă CT) Daca d : R —> C este o functie de clasa CT și Elemente de teoria distribuțiilor 301 f : D(R) —> C o distribuție atunci funcționala df : D(R) —^ C, {df,f = {f,df este de asemenea distribuție Demonstrație Aplicația d f este liniară {df, af + = a{f, df) + ff, df) = a{df, f + fdf, f) Dacă (fn)n>0 este un sir din D(R) convergent la 0 atunci sirul (dfn)n>0 este un sir din D(R) convergent la 0 si prin urmare lim {df, fn) = lim {f, dff = 0 , \ vil n' \u ' • nl 13 1 33 Exercițiu Sa se arate ca daca d G C^(R) atunci df = d(a) da Rezolvare Avem {dda, f = {da, df) = (df)(a) = d(a) fa) = d(a){da, f = {d(a) da, f oricare ar fi f G D(R) 13 1 34 Exercițiu Sa se arate ca relatiile xd(k) = —kd(k-1) xkd(k) = (—1)kk! d au loc oricare ar fi k G {1,2,3, } Rezolvare Utilizand formula lui Leibniz (fg)(k) = 52 Cj f(j) g(k-3} j=0 obtinem {xd(k\f = {d(k\xf = (—1)k{d, (xf)(k)) = (—1)k{d,xf(k) + kf(k-1)) = (—1)kkf (k-1)(0) = —k(—1)k-1 {d, f(k-1)) = — k{d(k-1), f) = {—kd(k-1), f) si {xk d(k) ,f = {d(k) ,xk f = (—1)k {d, (xk f)(k)) = (—1)k( d, £k=0 Ck (xk )(j)f(k-j = (—1)k {d,Ck (xk )(k)f) = ((—1)k k!d,f) oricare ar fi f G D(R) 302 Elemente de Analiza Matematica 13 1 35 Propoziție Oricare ar fi 0 ECtt(R) și f eD'(R) avem (Of)' = $ f + Of' Demonstrație Oricare ar fi vgD(R) avem ((°f y, v) = ~(°f, v1) = ~(f, °v') = - f (°v)z -0 v) = (fl,0v) + f 0'v> = {& f+Of0) 13 1 36 Definiție Spunem ca șirul de distribuții (fn)n>0 converge la distribuția f daca lim n^^ fn = f lim f, v} = (f, v}, oricare ar fi vGD(R) n^^ ' f f3 Figura 13 6: Graficele funcțiilor f1, f2, si f3 13 1 37 Exercițiu Funcției (a se vedea Figura 13 6) fn : R > R- fn(x) = dacă daca ixi n n 2 0 îi corespunde distribuția regulata n f1/n Tfn : D(R) —> C, (Tfn ,v) = fn(x) v(x) dx = -/ v(x) dx J2 J — 1/n oricare ar fi n E N* Limita sirului de functii (fn)n>1 f : R —> R, f (x) = lim fn(x) = n^^ TO 0 dacaă x = 0 dacăa x = 0 nu este o functie local integrabila, dar lim Tf = s Rezolvare Utilizand schimbarea de variabilă t = nx obtinem Elemente de teoria distribuțiilor 303 lim^oo(Tfn, p) = lim^oo Ș f^n fn(x) = ii corespunde distribuția regulată sinnx , , -p(x) dx oricare ar fi n G N* Limita șirului de funcții (Jn)n>i fțx) = lim fn(x) = dacă x = 0 dacă r O 0 nu este o functie local integrabilă, dar Tfn = S- Rezolvare Utilizând relația (10 10) și schimbarea de variabilă t = nx obținem lim„^oo(T/ij, p) = limn-^oo | fZ p(x) dx = 1 lim^oo fZ O dt = i fZ ^(0) dt = ^(0) = (6, p) Relația lim fn = 5 este adevărată dacă prin fn se înțelege distribuția Tfn 304 Elemente de Analiza Matematica 13 1 39 Un șir de distribuții (fn)n>0 C D'(R) este convergent dacă funcționala D(R) —H C : v H lim (fn, p) n^c este distribuție Seria de distribuții C=0 fn este convergenta daca oc k D(R) -> C : V ' ^2 fn-4 = (fn, V) este distribuție In caz de convergență suma seriei este distribuția oc / oc \ oc £fn : D(R) —H C, = £ (fn,V) • 13 1 40 Propoziție Operația de derivare a distribuțiilor este liniară (af + fig)(k) = af(k) + ^g(fc) si continuă j £(k\ n^c £(k\ fn —H f =^ fnk> H f(k) Orice serie convergentă poate fi derivată termen cu termen oo oc Efn = f =^ f = f(k) n=0 n=0 Demonstratie Daca fn —H f atunci (&’,?) = (-1)k(fn,V(k)) -> (-1)kO = (f' V 13 1 41 Propoziție Daca sirul de functii local integrabile (fn)n>0 converge uniform pe fiecare multime compactă la functia f atunci lim Tf = Tf si prin urmare n^c oricare ar fi k = 0,1,2, [—r,r]' Demonstratie Pentru orice v GD(R) exista r> 0 astfel încât supp v C [—r, r] Deoarece v este funcție marginita avem fn^ -——H fV si prin urmare Zr /• r fn(x) v(x) dx = f (x) v(x) dx = (Tf ,v} n rr Elemente de teoria distribuțiilor 305 13 1 42* Exercițiu Seriile de distributii oo \ A Anx o C : w ( > Sna, A = lim ( > §na, A = lim > w(na) k -o \^ k -o \n=0 / \n=0 / n=0 este bine-definita si liniara Dacă zm —> 0 în D(R) atunci exista r > 0 astfel încat supp 0, oricare ar fi k = 0,1,2, x€[—r,r] Daca nr EN este astfel încât nra r] -> 0 306 Elemente de Analiza Matematica Convergența celei de a doua serii rezultă din relația c cc c $na $na I ^n(-a) • n=-c n=0 n=1 Figura 13 8: Graficul functiei f c 13 1 44* Teoremă In spațiul distribuțiilor D'(R) are loc egalitatea oc oc E E ' n=-c n=-c Demonstrație Fie f : R —> R funcția periodica cu perioada 2n definită prin relația 2 X X f (x) = — — — pentru 0 oricare ar fi p G D(R) 13 1 47 Exercițiu Fie functia f : R* -^ R, f (x) = ln |x| Sa se arate ca aplicația - e /• o ln |x| p(x) dx + / ln |x| p(x) dx -o Je este distribuțtie țsi 1 (f) = P X Rezolvare Utilizand integrarea prin parți obținem {(f)', p'} = - lime\0 (j-X ln(-x) E/(x) dx + ln x E/(x) dx) 1’ f Z' \ /ăi T-e ^(x) 7 C oc C este o functie local integrabila atunci distribuția definita de functia g : R —> C, g(x) = f (ax+b) este x fx — b\ , dx a Zx 1 cx f (ax+b) T(x) dx = — f (x) t -x lal J— x adicăa {Tf (ax+b) ,^(x)) = |a| Tf (x), x-b a 13 1 50 Propoziție (Schimbarea de variabilă) Daca a,b E R sunt doua constante fixate, a = 0 si daca f : D(R) —> C este distribuție atunci funcționala f (ax+b) : D(R) —> C, (f (ax + b),^(x)) = |a| f (x),T x-b a este de asemenea distributie 13 1 51 Cazuri particulare importante: Translatia : (f(x+b),^(x)) = (f (x),T (x —b)} Omotetia : f (ax),T(x)) = f (x), 13 1 52 Exercițiu Sa se arate ca d(x — b) = 6b si 5 (ax) = A 5 |a| 13 1 53 Definiție Spunem despre o distribuie f eD'(R) ca este nula pe o multime deschisa D c R daca (f, p) =0 oricare ar fi t cu supp t C D Complementara celei mai mari multimi deschise pe care f este nula se numeste suportul lui f si se noteaza cu supp f Spunem căa f este distributie cu suport compact dacăa supp f este multime maărginităa 13 1 54 Distributia este cu suport compact (punctual) deoarece supp= {a} Elemente de teoria distribuțiilor 309 13 1 55 Noțiunile și rezultatele prezentate se pot extinde la cazul bidimensional: D(R2) = {pG CO(R2) | suppp este compact } D'(R2) = { f : D(R2) —7 C | f este liniara si continua } Tf : d(r2) —7 C, (Tf, p) = JJr2 f (x, y) p(x, y) dx dy S(a,b) : D(R2) —7 C, (S(a,b), p} = p(a, b) df ■ D(R2) C /df lr\ / f 9ip\ dx \ \dx r/ \J^dx/ dxdy : d(r2) 7 C, f (t) g(x - t) dt se numeste convolutia funcfiilor f si g 13 1 59 Din relatia ZOO f (t) g(x - t) dt = f (x - u) g(u) du = (g*f )(x) O J —O rezulta ca f * g = g f 13 1 60 Definiție Spunem ca sirul (yn)ra>o din D(R2) converge la 1 în R2 daca: a) oricare ar fi r> 0 exista nr G N astfel încat pentru n > nr avem 310 Elemente de Analiza Matematica n E N (x, y) ER2 nn(x,y') = 1 daca x2 + y2 o convergent la 1 în R2 ales atunci functionala f *g : D(R) —> C, f *g, 0 C D(R2) converge la 1 în R2 atunci lim yn(x, b) C liniare și continue Rezultate, într-o oarecare masură, similare se pot obtine alegand în locul subspatiului D(R) C C(R) un alt subspatiu Se obtin astfel alte tipuri de distribuții O alegere remarcabilă care permite extinderea transformarii Fourier, foarte utila în aplicatii, va fi prezentata pe parcursul acestei sectiuni Elemente de teoria distribuțiilor 311 13 2 2 Propoziție Spațiul S(R) al funcțiilor indefinit derivabile p : R —> C cu proprietatea ca oricare ar fi k,m E N exista o constanta ckm astfel încat \xk p^ (x)| o din S(R) converge la funcția constantă 0 dacăa lim pn = 0 n^^ sup \ Xk p(m)(X)l n-^E 0 xgR ' ' oricare ar fi k,m E N 312 Elemente de Analiza Matematica 13 2 6 Definiție Spunem că o funcție liniară f : S (R) C este continua daca lim = 0 =^ lim f (^ra) = 0 n^tt n^tt 13 2 7 Definiție Prin distribuție temperata se înțelege o aplicație f : S (R) -^ C care este liniara si continua In loc de f( C | f este liniara si continua } considerat împreună cu operațiile de adunare si înmulțire cu scalari j + 9,T) = f T) + {g, T), A = A (J, ipj este un spatiu vectorial 13 2 9 Definiție Spunem ca funcția f : R —> C este cu creștere lenta daca exista k G N si M G (0, w) astfel încat I f (x) I R : x sin x si R —R : x cos x fiind marginite, sunt functii cu crestere lenta Functia exponentiala R —> R : x ex nu este o functie cu crestere lentăa 13 2 11 Propoziție Dacă functia local integrabilă f:R —>C este cu crestere lentă atunci aplicatia tt Tf : S(R) —> C, {Tf , (x) dx J—tt este distributie temperată Demonstratie Aplicatia Tf este liniară Elemente de teoria distribuțiilor 313 (Tf ,ay + fifi) = a(Tf ,y) + fi{Tf Funcția f fiind cu creștere lentă, există k G N si M G (0, w) astfel încât I f (x) I -T-y 0 este un șir din S(R) convergent la 0 atunci sup |xm ^n(x)| xgR n^x > 0 oricare ar fi m G N si prin urmare \ 0 adica lim {Tfy} = 0 n^x 13 2 12 Definiție Distribuțiile temperate definite de funcții local integrabile cu crestere lenta sunt numite distribuții temperate regulate sau de tip functie Celelalte distributii sunt numite distributii temperate singulare 13 2 13 Propoziție (Distribuia Dirac) Aplicatia da : S(R) —> C, {da, y) = y(a) este o distributie temperată, oricare ar fi a G R Demonstratie Aplicatia da este liniară {da, ay + fifi) = ay(a) + fifi(a) = a{da, y) + fi{da, fi) Daca (yn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci n^x sup |yn(x)| > 0 xgR 314 Elemente de Analiza Matematica si prin urmare n^o |(6a ,pn }| = |pn(a)| 0 13 2 14 Se poate arăta că distribuția Dirac 6a este o distribuție singulară In cazul în care a = 0 în loc de 60 se scrie simplu 6, adica avem 6 : S(R) —> C, {6,p) = p(0) 13 2 15 Propoziție (Derivarea distributiilor temperate) Daca f : S (R) C este o distribuție temperata atunci aplicația f> : s(R) -+ C, (f',p) = -f,p') este de asemenea o distribuție temperata, numita derivata lui f Demonstratie Aplicația f' este liniară (f, ap + fifi) = - f, ap' + fifi') = -a(f, p') - fi (f, fi1) = a(f', p) + fi (f', fi) Daca (pn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (p'n)n>0 este un sir din S (R) convergent la 0 si prin urmare lim (f,pn) = - n^o lim (f, p'n} = 0- n^o 13 2 16 Orice distribuie temperata este indefinit derivabila Derivata de ordin k a unei distributii f este distribuia f(k) : S(R) C, (f (k),p) = (-1)k f p1^} 13 2 17 Exemplu Functia Heaviside H : R —> R, H (x) = { 1 daca x 0 fiind local integrabila si cu crestere lenta defineste distribuia temperata ZO PO H(x) p(x) dx = p(x) dx o Jo si r O ((thy, pp = -{h, p) = - / p'(x) dx = -p(x)i° = p(0) = {6, pp 0 adicaă avem (th y = 6 Elemente de teoria distribuțiilor 315 13 2 18 Funcția Heaviside nu este derivabilă în 0 f, ( 0 daca x = 0 x [ nu exista daca x = 0 dar distributia corespunzatoare este indefinit derivabila (thy = s, (thy = y (thy = s", 13 2 19 Propoziție Operația de derivare a distribuțiilor temperate este liniară (af + fig)(k) = af(k) + fig(k) si continuă j (k) n^c £(k\ fn f =^ fn k —> f(k) Orice serie convergenta poate fi derivată termen cu termen OC oc Efn = f V fnk) = f(k) n=0 n=0 Demonstratie Este similara celei prezentate la pag 304-40 13 2 20 Propoziție (Multiplicarea unei distribuții cu xk) Daca k G N și f : S (R) -^ C este o distributie temperatăa atunci aplicatia xkf : S(R) -^ C, fxkf,p) = (f,xkp) este de asemenea o distribuie temperată Demonstratie Aplicatia xk f este liniara (xkf, ap + fifi) = a(f, xkp) + fi(f, xkfi) = a(xk f, p) + fi(xk f, fi) Daca (pn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (xkpn)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 si prin urmare lim (xkf, pn) = lim (f,xkpn) = 0 nn n^c n^c 13 2 21 Se poate arata ca aplicatia df : S(R) C, (df,p) = (f,dp) este o distributie daca f este distribuie si daca d apartine multimii M(R) a functiilor indefinit derivabile d : R —> R 316 Elemente de Analiza Matematica cu proprietatea că oricare ar fi k G N există m G N și C G (0, to) încât |$(k)(x)| C : dx nu defineste o distribuie temperată Se poate însa arăta ca functionala P1 : S(R) -^ C, (p1, A = lim ( f dx + R dx) x \ x / e\0 \J-^ x J£ x J este o distributie temperata (numită valoarea principala a lui X •) 13 2 26 Exercițiu Sa se arate ca x • P- = 1 x Elemente de teoria distribuțiilor 317 13 3 Transformarea Fourier a distribuțiilor 13 3 1 O funcție f : R —> C absolut integrabilă, adică astfel încât Zo |f (x)| dx C, f (x) dx -O ZOO /• OO |e1?xf(x)| dx este bijectiva și continua Inversa ei este F— 1 : S'(R) -+ S'(R) : f F—1[f], = (f, F—1 [p]> Demonstratie Avem (F[F— 1 [f]],P = (F— 1[f], F[p]> = (f, F— 1[F[p]]p> = {f,^ 318 Elemente de Analiza Matematica și = {Flf], F-1 = {f, F[F-1 MM = {f,^ oricare ar fi G S(R) și f G SZ(R) Dacă fn —— f, adică dacă {fn, = {fn, F[^]> -— f F[^]> = {F[f],m și prin urmare fn — f =^ F[fn] — F[f]- 13 3 4 Din relația (13 1) rezulta ca transformarea Fourier a distribuțiilor poate fi privita ca o prelungire a tranșformarii Fourier a functiilor 13 3 5 Exercițiu Sa se arate ca F [d] = 1, F =2nd Rezolvare Avem ZO ro e10x^(x) dx = / ^(x) dx = (1, O J — O = (1, F[^]> = = = (F[(i£)k f],m Elemente de teoria distribuțiilor 319 (F[f(k)= (f(k),F[^]> = (-1)k(f, (F[^])(k)} = (-1)kfF[(ix)k= (-1)k[F[f], (ix)k= ((-ix)kF[fU) oricare ar fi G S (R) si f G SZ(R) 13 3 8 Exercițiu Sa se arate ca F 2(6a + 6-a) = cos ax, F [cos ax] = n(6a + 6-a) F ' ■', 1 2 Rezolvare Avem eiax^(x) dx = (e1""'",^ Transformarea Fourier fiind liniara obținem F 2(6a + 6-a) =2(F + F ) = Din relația precedenta rezulta ca F -1[cos ax] = 2 (6a + 6-a) Dar efectuând schimbarea de variabila x — -x obținem (F[cos ax],^>} = (cos ax, F[ ) adica F [cos ax] = 2nF 1 [cos ax] 13 3 9 MATHEMATICA: Definiția utilizata FM(x) = -fa eitx Out = y^2DiracDelta[-1+x]+y^2DiracDelta 13 3 10 Exercițiu Sa se arate ca F[xk] = 2n(-i)k 6(k) F = (-i / ei?1 xk dx J ^ nefiind convergentă pentru k G N, rezulta ca funcțiile constante si cele poli-nomiale nu admit transformate Fourier daca ne limitam la abordarea clasica Utilizarea distributiilor temperate largeste considerabil posibilitate de folosire a transformarii Fourier în diverse modele matematice 13 3 12* Exercițiu Fie Th distribuia regulata corespunzatoare functiei Heaviside in, ut a f 0 daca x 0 Sa se arate ca F [Th ] = -i P n S s Rezolvare Plecand de la relatia (Th) = S deducem succesiv F [(Th )'] = 1 -ix F [Th ] = 1 F [Th ] = -i P1 + CS unde C este o constanta Ultima relatie este echivalenta cu + Coricare ar fi gS(R) (13 2) Deoarece 2 2 22 (F [Th ], ■ ) = (Th , F ■ ]) = (Th ^/ne ~) = e ((2) d = 2V^ J(T e-t2dt = n si / 1 A / f £ e x2 e x2 \ (P-, e x } =lim / dx + -dx =0 \ x / e\0 x Je x y rezulta că în cazul ^>(x) = e x2 relatia (13 2) devine n = C (S, e x2) = C 13 3 13 MATHEMATICA: Definiția utilizata F[^](1)=eitxv(t)dt In :=FourierTransform[HeavisideTheta[t], t, x] i—> Out = DiracDelta[x] (F[Th], = -i /P- Elemente de teoria distribuțiilor 321 13 3 14* Exercițiu Să se arate că P1 x F ni Tsign- unde Tsign este distributia regulată corespunzătoare funcției {—1 daca x 0 Rezolvare Plecând de la relatia x • P— = 1 deducem succesiv F [x-p X] ■ —iF [ix • PX] =2n5 —i(F[p 2' F[P 1] 2 H + C unde C este o constantă Ultima relatie este echivalenta cu ^F P1 =2ni {H, , Deoarece oricare ar fi E S (R) (13 3) 1 x x2 \ - ) = 0 — X2 (f P- , e x în cazul ^>(x) = e——X relatia (13 3) devine 0 = 2ni/ e——2 dx + C e——2 dx Jo J— c si conduce la C = —ni Dar 2ni H — ni si sign definesc aceeasi distribuie 13 3 15 MATHEMATICA: Definiția utilizata F[^](—) = eitx^(t)dt In :=FourierTransform i—— Out =i^/nSign[x] 13 3 16 Propoziție Formula de sumare a lui Poisson OC oc — 52 ^(2nn) = Ft^](n) n=—c n=—c are loc oricare ar fi ES (R) Demonstrație Am aratat (pag 306-44) ca în D'(R) are loc egalitatea OC 1 oc E E en— n=-C n=-C 322 Elemente de Analiza Matematica adică, 00 00 r X 2n y(2nn) / einx ^>(x) dx, oricare ar fi eD(R) n=— (x) = e ax 4n2 obtinem [?] relatia n=—x 2 e-an 22 n n ea oricare ar fi a G (0, to) care se mai poate scrie 2 Knn n= e n n2 K oricare ar fi k G (0, to) 13 3 18 Se poate arata ca D(R) C S(R) este un subspafiu dens în S(R) Orice distribuție cu suport compact g : D(R) C se poate prelungi unic pana la o distribuie g : S (R) —> C utilizand relația m = (g,n C este local integrabilă cu creștere lenta, si Fr : R —> C, atunci fr (x) = | f (x) 0 pentru pentru |x| r a) lini,, -x Tfr = Tf b) limr-x F [Tfr ]= F [Tf ] c) F [f ](£) = lim r—x r f e1?x f (x) dx —r în S '(R) Demonstratie a) Oricare ar fi p G S(R) are loc relația rr rx lim (Tfr, pă = lim / f (x) p(x) dx = / f (x) p(x) dx = (Tf ,p) r — X r / r j — x b) Transformarea Fourier a distribuțiilor fiind continua avem lim Tfr = Tf =^ lim F[Tfr ] = F[Tf] r—x r—x c) Relatia de la b) se poate scrie succesiv sub formele limr—x F[Tfr],p) = F[Tf],p limr—x (Tfr, FP) = T , FP ) r x lim f f (x) F[p](x) dx = f f (x) F[p](x) dx r—x J J —r —x r x x x lim f f (x) f e1?xp(£) dț dx = f f (x) f e1?xp(£) dtț dx r—x —r —x —x —x r —x x x x f —x lim r—x lim f e1?x f (x) dx p(£) d^ = f f e1?x r—x "Lx "Lx f (x) dx P( ,p(e» —r r x x 13 3 21 Dacă nu distingem două funcții care diferă doar pe o multime de măsura nula, spahiul functiilor de patrat integrabil (Lebesgue) L2(R) = { f : R —> C x y |f (x)|2 dx L2(R) definita prin r F[f](f) = lim [e1?x f (x) dx în L2(R) r^tt J —r este bijectiva, bicontinua si are loc egalitatea Parseval (F[f], F[g]) = 2n (f,g) oricare ar fi f,g G L2(R) 13 3 23 In cazul particular f = g, egalitatea Parceval devine ||F[f]||2 = 2n ||f||2, adica tt tt I|F[f](f)|2df = 2n I\f(x)|2dx- — tt —tt 13 3 24 Teoremă Daca f,g G L2(R) atunci în SZ(R) are loc egalitatea F[f * g]= F[f ] -F[g] Demonstrație Daca f, g G L2(R) atunci F[f], F[g] G L2(R) Din relatiile [/ |F[f](f)F[g](f)| d J Lv J / L J \2 / FUF V2an 14 1 3 Teoremă Oricare ar fi distribuția f au loc relațiile F [f (ax)] (p) = 11T F [f] (a) F [f (x - b)] (p) = e—W F [f ] (p) F [f * (x)] (p) = (F [f])*(-p) F [F[f]] (p) = f (-p) Demonstrație Oricare ar fi funcția test p avem F [p (ax)] (p) — —1 f e-ipx/b p (ax) dx =-1 f e—(a0 p (t) dt = F F[p] î F [p (ax)] (p) J e p |a| U2nM e p (t) Ub |a| F [p] țal ’ Utilizand acesta relație si definițiile tranșformarii Fourier si schimbării de variabila (f[f],p>=ff[p]), (f(ax),p(x))=i0|f(x),p obtinem f [f (ax)],p) = f (ax), f [p])=f (x), f [p] ( =f (x), f [p(ax)])=(f [f (x)],p(ax))=[f ] (p),p Celelalte relatii se demonstreaza similar 14 1 4 Urmând analogia cu definitia distributiilor de tip functie f (x) p(x) dx distributia Dirac cu suportul în a da : S(R) —{da, p} = p(a) se poate scrie pur simbolic (fara a fi vorba de o integrala) sub forma da(x) p(x) dx unde da este în acest caz functia ir» « s f \ I dacă x = a Sa : R, daW = ( o daca x = a Din context se poate deduce daca da este functională sau functia corespunzatoare 14 1 5 Obiectul matematic [ da(x) p(x) dx d=f p(a), J — ^ Vp G S (R) se comporta, în anumite limite, asemanator cu o integrala Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 327 14 1 6 Utilizând relația (a se vedea pag 308-51) f(x — a), ^(x)) = f(x), ^(x + a)) obținem (6(x — a), SZ(R), x0 — x0 Utilizaând notațtia alternativaă |a) — 6a avem X|a) — a|a) 14 1 9 Urmand analogia cu convoluția funcțiilor f (x) g(t — x) dx relația (a se vedea pag 310-62) 0 — 0 * 6 se poate scrie formal 0(t) — / 0(x) 6(t—x) dx J — adicăa /• 10) — / dx0(x) |x) • (14-1) J — ^ Rezulta că funcționala 0 poate fi privită ca o suprapunere a starilor |x) 328 Elemente de Analiza Matematica 14 1 10 Plecând de la Zoo ro f (t) g(t) dt și (f * g) (x) = / f (t) g(x - t) dt -o J — o obținem relația (f \g> = (f* g)(0) unde g(t) d=f g(-t) adica o exprimare a produsului scalar cu ajutorul convoluției 14 1 11 Utilizand relația (a se vedea pag 308-51) f (cx),^(x)) d=f iC f (tW Q)) obținem (da (-x),^(x)) = (da(x),^(-x)} = ^(-a) = (d—a (x), ^(x)> adica da = d—a 14 1 12 Din relația (a se vedea pag 310-62) rezulța f * db = f (x - b) da * db = da+b si prin urmare puțem considera ca (a\b) = (da * db)(0)= da—b(0) = d(b - a) = ^ o dacă a = b dacă a = b Am obținuț cu ajutorul convoluției o extensie a produsului scalar uțilizabila si în cazul a doua disțribuții Dirac Ea păsțraza unele dințre caracțerisțicile produsului scalar, dar evidenț, nu este un produs scalar 14 1 13 Din relația (a se vedea pag 310-62) da * 0 = 0(x - a) deducem caă (a\f) = (da * 0)(0)= 0(a) si prin urmare relația (14 1), adica f o Zo dx0(x) |x) -o se mai poațe scrie Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 329 dx |x)(x|D) Egalitatea avand loc oricare ar fi |D), rezulta ca dx |x)(x| (14 2) este operatorul identitate 14 1 14 Din relatia ZOC dxx|xXx|,0) = / dxx |x)(x|D) J — ro deducem ca formal dxx |x)(x| 14 1 15 Din relatia F [^'] (p) = p F[D](p) scrisa sub forma F dD * dx (p) = (â F [D])(p) deducem ca F— 1âF = 14 1 16 Pentru fiecare a G R functia '■ : R —^ C, '■(x) \ ■ V2nfi cu proprietatea F = ^—a, F— 1 = ^a verifica relația —i^—^a = a^a dx adică este functie proprie a operatorului impuls ^ = f — 1xf = —m^ dx Utilizând notatia alternativă |fl’) — ^a 330 Elemente de Analiza Matematica avem p |â) = a |â) 14 1 17 Avand în vedere relația F \/'2"h 6 care se poate scrie formal 1 /2nh e~ipx/hdx = vS 6(p) Si relația pa(x) fb(x) dx —— / e 1(“ b)x/sdx 2n/? J — ^ putem considera ca (a\b) = 6(a — b) = | daca a = b dacă a = b 14 1 18 La fel ca în cazul operatorului x se pot deduce relațiile I = dp \p){p\ si dpp \PXP\- 14 1 19 Definiție Prin comutatorul operatorilor ?! si B se întelege operatorul [A, B] = tIB — BA 14 1 20 Exercițiu Sa se arate ca [^,!B Ci] = [A,B]C + ^[^,C] (14 3) Rezolvare Avem [Ti, B]C? + B[A, C] = ?1B C — B AC + B AC — B C A = [A, B C] 14 1 21* Teoremă (Baker-Campbell-Hausdorff) Daca operatorii A și B sunt astfel încât [A, [A,B]]=0 și [B, [A,B]]=0 atunci e^A+B? = e— 1 -''B eAeB (14 4) Demonstrație Derivata operatorului Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 331 F(t) = etA etB e-t(A+B) dependent de variabila reală t verifică relația F'(t) = etA [A, e//;] e - A'/! care, utilizand (14 3), se mai poate scrie F^'(t) = t [A,b] F(t) Plecând de la acesta ecuație scrisa sub forma (ln F)' = t [A,B] obtinem relația [ (ln F)'dt = [ t [A, B] dt Jo Jo care conduce la F (1) = e 21 ■ '-/;| adica eA eB e-(A+B) =e1 [A’-BI Relatia obtinuta este echivalenta cu (14 4) 14 1 22 Propoziție Operatorii coordonata x și impuls p verifică relația de comutare [x,jâ]=i^ (14 5) Demonstrație Utilizand definițiile operatorilor coordonata X si impuls p (xfi)(x) = xfi(x), pfi = — ihfi' si relatia (a se vedea pag 316-24) (df)' = & f + df' obtinem [x,p]fi = âpfi — pâfi = — ihxfi' + ih(xfi)1 = ihfi oricare ar fi fi gSz(R) 332 Elemente de Analiza Matematica 14 1 23 Pe spațiul funcțiilor de pătrat integrabil (în sens Lebesgue) L2(R) = J f : R C / |f (x) |2 dx {f,f)> 0 Daca nu distingem doua funcții care difera doar pe o mulțime de masura nula, atunci r oc / |f (x)|2 dx =^ f = 0 J —^ adica (f,f > = 0 =^ f = 0 Si prin urmare aplicația (f, g) (f,g) este produs scalar Se poate arata ca L2(R) considerat împreuna cu acest produs scalar este spatiu Hilbert 14 1 24 Propoziție (Inegalitatea Cauchy-Schwarz) Oricare ar fi f,g E L2(R) avem |(f,g)|2 0 oricare ar fi A E C care se mai poate scrie (f,f) + Hg f} + A(f,g) + |A|2 > 0 oricare ar fi A E C In cazul g = 0, alegand A = — obtinem (f,f ){g,g)>\{f,g)\2 Se constata direct ca inegalitatea are loc si în cazul g = 0 Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 333 14 1 25 Definiție Fie A un operator autoadjunct și ' E L2(R) o funcție normată |'(x)|2 dx = 1 Numerele reale (A) = (',A'), (A2) = (',A2 ') reprezinta valorile medii ale observabilelor A și A2, iar AA = C((A - (A))2) = C(A2) - (A)2 este abaterea patratica medie în starea ' 14 1 26 Exemplu Din relatia f x2 aV 2 —^ —^ rezulta ca 'o : R —> R, 'o(x) 1 — 2na2 e 4^2 este functie normata In acest caz (x) = ('o ,x 'o) xe (x2) = ('o ,x2 'o) x2 e a — ^ a —^ si prin urmare Ax = a/ (x2) — (x)2 = a Deoarece (a se vedea pag 325-2 si pag 329-16) p = F— 1xF = F+ xF si F [e—ax2 ] (p) = 1 e 4ah- rezulta ca F['o](p) = F y2na2 x2 4ct2 (p) = e si (p) = ('o, F+ xF'o ] = (F ['o ],x F ['o ]) = 0 334 Elemente de Analiza Matematica p2 (p2) = (yo, f+x2fyo) = (f [yo ],x2 f [yo]) = ^2 Se obtine i p Ap5 (p2) - (p)2 = — și se constată că în cazul stării yo are loc relația Ax • Ap = 2 14 1 27* Teoremă (Relatia de incertitudine) Daca X și Y sunt operatori autoadjuncți atunci AX • AY > 1 |([X, Y])| în orice stare y In particular, în cazul pozifie-impuls Ax • Ap > — p - 2 Demonstratie Fie yG L2(R) o funcție normata si fie (X) = (y|X|y), (Y) = (y|Y|y) In cazul f = (X - (X yy = xy - (X )y, g = (Y - (y yy = Yy - (y yy inegalitatea Cauch-Schwarz devine (xy - (xyy,xy - (xyy) (Yy - (yyy, Yy - (yyy) > |(xy - (x}y, Yy - (yyyy2 Avand in vedere ca X si Y sunt operatori autoadjuncti, relatia se mai poate scrie ((X2) - (X)2) «Y2) - (Y)2) > | |((X - (X))(Y - (Y)))|2 Operatorul (X - (X))(Y - (Y)) se poate scrie ca suma dintre un operator hermitic si unul anti-hermitic (X - (X)) (Y - (Y>) = 2{X-(Xy Y-(Y)} + 2[X,Y] unde {X-(Xy Y-(Y)} = (X-(X»(Y-(Y)) + (Y-(Y))(X-(X)) Deoarece (y, {X-(X), Y- (Y)}y) este număr real (y, [X, Y] )y) este numar pur imaginar Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 335 rezulta că |«X -(X»(Y si prin urmare IV\)\|2 — 1 |Z[X Y1 Vi|2 + 1 Ut X X\ Y /Y\D|2 > 11/[X Y |2 - ’ /)Z| =4 |\[X>Y 1)Z| +4 |\fX-\X hY -\Y Z}Z| Y 1Z| (AX)2(AY)2 > 4|([X, Y 1)|2 adicăa AX • AY > 1 |([X, Y 1)| 14 1 28 Exercițiu Să se arate că ei(ax+/3p)/h = ei«ă/(2S) eiax/n eiftp/h (14 6) Rezolvare Din (14 4) si (14 5) rezultă i(ax+pp)/h iax/h ipp/h — 2 [iax/S, ipp/S] iax/h iftp/h iafl/(2K) e e e e e e e 14 1 29 Exercițiu Sa se arate ca (eiax/s^) (x) = (eiax/s^ (x) ei«x/K|b^ = eiab/h\b^ (a|eiax/s\b) = eiab/hd(a - b) si (eiPp/s,0) (x) = ^(x+Ș) eipp/s|b) = |b - Ș) {a\ei^p/h\b) = 6 (a - b+Ș) (a|ei(ax+pp)/s= eia(a+b)/(2h) 6(a-b+Ș) (14 7) Rezolvare Ținand seama de dezvoltarea în serie Taylor a unei functii obținem iax/h,j, (1 i 1 1 (ia)\ 2 1 ) e V ^1 + ii b x + 2! x + J V - I 1 I 1 ia I 1 (îa) '>-2 I | Y piax/^/i/ C definite pe spatiul fazelor R2 care poate fi scrisă sub forma A(x,p) = 21hJJ dadȘf (a,Ș) ei(ax+^p)/s i se asociazaă operatorul A(x, p) = JJ dadȘ f (a, Ș) ei(aX+ft5)/s (14 8) (14 9) 14 1 31 Transformarea Wigner Unui operator A i se asociază functia Aw : R2 —> C, Aw(x,p) = 2/ due2ipu/K (x—u UI x+u\ ; ' ' ; (14 10) = f dv eipv/n(x-2 I Al x + 2) definita pe spatiul fazelor R2 si numita funcția Wigner 14 1 32* Teoremă Transformarea Wigner si cuantificarea Weyl sunt operații inverse una alteia Demonstrație Transformarea Wigner este inversa cuantificării Weyl: Functia Wigner asociata operatorului (14 9) este Aw (x,p) = 2/ du e2ipu/h (x - u |ji(x,p5)| x+u^ = 77 fff dadȘdue2ipu/h f (a, Ș) (x-u |ei(ax+pp)/s| x+u} Pentru a arata ca Aw = A este suficient sa arătăm că 2 due2ipu/^x-u |ei(“x+pp)/s| x+u^ = ei(ax-+-Șp)/h Utilizand formula (14 7) obtinem 2j'du e2ipu/n (x-u |ei(ax+Pp5)/s| x+u) = 2 f due2ipu/neiax/n ă(Ș-2u) = eiax/^dv eipv/h ^(Ș - v) =ei(ax+Pp)/r Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 337 (14 11) Cuantificarea Weyl este inversa transformării Wigner: Transformata Wigner a unui operator A este funcția Aw : R2 —> C, unde Aw(x,p) = 2 Jdue2ipu/^x—u |A| x+u^ = jdvelpv/s x — V |A| x+Vf ■ Din relatia precedenta deducem ca (a se vedea pag 283-2) (x—2 lAlx+2) = 2^/■ e lp,/’A«(x p) Si prin urmare elementele de matrice ale lui A se pot scrie sub forma (a|A|b) = ydp e-lp(b-a)/sAw (■ Prin cuantificarea Weyl, funcției Aw : R2 —> C i se asociaza operatorul Aw(x,p) = ^1^2 ///1 dxdpdadfiAw(x,p) e-l(ax+l3p)/h el(aX+ft5)/s Calculand elementele de matrice obținem (a se vedea relatia (14 7)) (a|Aw(x,p)|b) = (2^2 ffff dxdpdadfiAw(x,p) e-1(ax+l3p)/h {a |el(ax+^p)/s| b) = -ffff dxdpdadfiAw (x,p) e-l(ax+^p)/h ela(a+b)/(2S) 6(a — b+fi) = 2irh Iff dxdpdfi Aw (x,p) e-l^p/K 6 — x) 6(a—b+fi) = 277 JJ dpdfiAw (,p) e-l3p/h 6(a—b+fi) = J dpAw (,p) e-lp(b-a)/h = (a|A|b) adica Aw (x,p) = yl 14 1 33 Dacă (pn)n=0 este o baza ortonormata în spatiul Hilbert L2(R) si daca Ti este un operator liniar astfel încat seria OC ^fPn |Akn) n=0 este convergenta, atunci utilizand relația formala (a se vedea pag 329-14 2) ZC dx |x)(x| -C obțtinem En=o(^n|A|^n) = HXJJ dadb ^fn |aXa|A|bXbkn ) = ff dadb ^LoWfnfifn|a) = ff dadb (a|A|b)(b|a) = ff dadb (a|A|b) 6(b—a) = f da (a|yl|a) 338 Elemente de Analiza Matematica Putem astfel să definim formal urma unui operator Ai ca fiind Tr A = / dx (x|A|x( dpdxAw (x,p) 14 1 34* Teoremă Urma unui operator Ai se poate calcula folosind funcția Wigner Tr A = Demonstrație Deoarece F 5 adică dv eipv/h = 5(v) (14 12) avem —1— ff dp dx A (x p) — —1— ff dp dx i dv / x — — I A I x + — \ 2nh JJ dpdxAw (x,p) = 2nh JJ dp dx J dv e \x 2 |A| x + 2/ = f dx fdv 5(v) x — T2 |A| x+2^ = f dx (x|A|x( =Tr A 14 1 35 Daca funcția f : R —> C este astfel încat dx |f (x)|2 = 1 atunci operatorul proiecție ortogonala pe f Pp = adicăa operatorul Pp 0 si are urma egala cu 1 Tr Pp = ^ dx (x|Pp|x( x dx (x|f((f|x( = J dx |f(x)|2 = 1 14 1 36 Exercițiu Sa se arate ca daca A este un operator autoadjunct atunci valoarea medie a observabilei corespunzatoare în starea f (A(p = {f,Af} Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert infinit-dimensional 339 verifică relația (A^ = Tr(Âp,) Rezolvare Alegănd o bază ortonormată (^n)^=0 In spațiul Hilbert L2(R) obținem C0,A^) =Y lAIV’fe Wk \f) = ){^k) = 'l'r(AP ) 14 1 37 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, în locul funcției de unda se poate utiliza operatorul proiectie ortogonală Pp = |^)(^| asociat care este autoadjunct, pozitiv si are urma egală cu 1 14 1 38 Definiție Operatorii autoadjuncti q cu proprietare q > 0 si Tr ^ = 1 se numesc operatori densitate 14 1 39 Operatorii densitate descriu stări generalizate ale sistemului cuantic Operatorii densitate de forma = |^)(^| descriu stari pure iar ceilalti operatori densitate descriu stări mixte Valoarea medie a observabilei A în starea descrisa de operatorul densitate q este (A) = Tr(Ai) 14 1 40 Transformata Wigner a operatorului densitate q este functia Aw : R2 —> C, Aw(x,p) = 2/ due2ipu/s (x-u |£| x+u} = Jdv epv/h (x-2 |i| x+2} 14 1 41 Definiție Distribuția Wigner asociata operatorului densitate i este W : R2 —> C, W(x,p) = f due2ipu/h (x-u |i| x+u) = 571 1 dv ',p"' C, W(x,p) = ni f du e2ipu/h^(x - u) (x + u) = f dv eipv/h^ (x-2) (x+2) 340 Elemente de Analiză Matematică 14 1 42* Teoremă Da,că Aw și Bw sunt transformatele Wigner ale operatorilor Â și B atunci Tr(ÂB) = yy dpdxAw{x,p')Bw{x,pf Demonstrație Conform relației (14 11) avem = 2Eh fdue~iu(-q~a^hAw (^,w) ( , (n\m) = 6nm Vn! sți a\n) = y/n\n — 1), a+\n) \/ n+1 |n+1), a+a\n) = n|n) 14 1 51 Utilizând identitatea Baker-Campbell-Hausdorff (a se vedea pag 330-21) eA+B = e— 2 [A,b] eA eB deducem ca operatorul D(z) = eza+—za dependent de parametrul z G C se mai poate scrie sub forma D(z) = e- 2 e /a+ e—za sau sub forma |z|2 D(z) = e 2 e Utilizând definițiile operatorilor implicați obținem relatia —za ^za+ e D 72! (a+^)) ^(x) e1 ',x ''^(x — a) echivalenta cu (x\D (7= (a+/5i)) \7) = e a e1/3x/h (x — a\^) Si D jgfi = e— 2^ OC f dx e1/3x/h |x)(x — a| -C adicăa D = e 2» OC f dx e1/3x/h |x+a)(x| — C 344 Elemente de Analiza Matematica 14 1 52 Deoarece vectorii |0), |1), |2), formează o bază ortonormată (n\m) = 6nm și oc |n)(n|^) = \'f), oricare ar fi \'f) n=0 Ultima a relație scrisa operatorial sub forma oo y2|n^n| =1 n=0 reprezinta rezoluția identității corespunzatoare bazei considerate Orice vector \'f) este bine determinat de coordonatele corespunzătoare (n|^) 14 1 53 Teoremă Sistemul de vectori {|z)}zeC, unde (a se vedea pag |z|2 + \z} = D(z)|0) = e 2 eza |0) adicăa \z> = e |z|2 ,n 2 este format din vectori unitari (z|z) = 1 si are loc relatia operatorială (numită rezolutie a identității) - [ d2z |z> {zW) n Jc ădică orice element \^) este bine determinăt de functiă corespunzătoăre : C —^ C, ^(z) — {z\^) Si în plus, {^\^} — 1 I d^z\(z\^\2• J c Desi sistemul de vectori {\z)}zeC nu este liniăr independent \z) — 1 / d2z' \z')(z'|z) n J C si nici ortogonăl (z\z') — e-1 |z|2-2\z'\2+zz' dezvoltăreă \^) — 1 [ d2z\z>{zW) n Jc este similără dezvoltării în răport cu o băză ortonormătă Sistemul de vectori {\z)}zeC este numit sistemul stărilor coerente standard 346 Elemente de Analiza Matematica 14 1 55 Sistemul de stări coerente {|z)}zeC are și alte proprietăți remarcabile: a) In starile \z} se atinge minimul in relatia de incertitudine coordonata-impuls AxAp = b) Starile corerente standard |z) sunt stari proprii ale operatorului de anihilare a\z) = z\z) 14 1 56 In general, formulele prezentate pe parcursul acestei secfiuni pot fi considerate cazuri limita pentru formule similare din cazul finit-dimensional (a se vedea tabelul de la pagina ??) Capitolul 15 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 15 1 Aplicatii 15 1 1 347 348 Elemente de Analiza Matematica Bibliografie I Armeanu, Analiza Funcțională, Editura Universității din București, 1998 H Cartan, Calcul differentiel, Formes differentielles, Herman, Paris, 1967 N Cotfas, Elemente de Algebra Liniara, Editura Universitari din București, 2009 N Cotfas si L A Cotfas, Complemente de Matematică, Editura Universități din Bucuresti, 2009 J Dieudonne, Foundations of Modern Analysis I, Academic Press, New York, 1960 A Halanay, V Olariu si S Turbatu, Analiză Matematică, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1983 P Hamburg, P Mocanu si N Negoescu, Analiză Matematică (Functii complexe), Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1982 S Lang, Analysis I, Addison Wesley, Massachusetts, 1969 I Popescu, I Armeanu, D Blideanu, N Cotfas si I Sandru, Probleme de Analizăa Complexaă, Editura Tehnicaă, Bucuresti, 1995 M Rosculet, Analiză Matematica, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1979 W Rudin, Principles of Mathematical Analysis, Mc Graw-Hill, New York, 1964 349 350 Elemente de Analiza Matematica L Schwartz, Analyse Mathematique I, II, Hermann, Paris, 1967 O Stanasila , Analiza Matematica, Editura Didactică si Pedagogica, Bucuresti, 1981 D Stefanescu, Analiza Reala, Editura Universității din Bucuresti, 1990 C Timofte, Differential Calculus, Editura Universitari din Bucuresti, 2009 *** Analiză Matematică (Universitatea din Bucuresti), Editura Didactica si Pedagogicăa, Bucuresti, 1980 